Besvarelser til Calculus
Ordinger eksamen - Efterar - 8. Januar 2016

Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altséa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Opgave 1

En partikel bevaeger sig langs en kurve i rummet. Partiklens koordinater til tiden ¢
er givet ved:

r =4t + 1,
y = cos(3t),
z = sin(3t).

a. Bestem kurvens buelaengde fra ¢t =0 til ¢t = 4.

b 2 2 2
ox oy 0z
— —= — | dt
/ \/(at) (%) +(5) o
hvor a og b er de givne greenser 0 og 4. For vi kan anvende formlen skal vi altsa finde
de afledede. Vi far blandt andet ved brug af kaedereglen:

ox dy ) 0z
T 4, 5% —3sin(3t), 5 = 3 cos(3t).

Indsaettes dette fas:

V1 vil anvende formlen

/4 \/42 + (—3sin(3t))* + (3cos(3t)) dt = /4 \/16 + 9sin®(3t) + 9cos?(3t)dt

4
— / \/16 + 9 (sin*(3t) + cos?(3t))dt
04 4
= / V16 + 9dt = / 5dt = [5a]y = 20
0 0

Buelsengden er altsa 20 for kurven fra ¢t =0 til t = 4.

b. Find accelerationsvektoren for partiklen.

Vi skal blot finde de anden ordens afledede, og vi differentierer altsa de afledte, vi
fandt tidligere. Dermed har vi ved brug af kedereglen:
0*x %y 0%z

i 0, T —3 - 3cos(3t) = —9cos(3t), i 3(—3sin(3t)) = —9sin(3t).
Accelerationsvektoren bliver derfor,

0
a= -9 |cos(3t) |,
sin(3t)

hvor vi har sat -9 udenfor, da denne principielt ganges pa alle indgange.
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Opgave 2

Lad f(x) veere en funktion, der er tre gange differentiabel i x = 0. Taylorpolynomiet
af grad 3 for f(x) med udvikingspunkt a = 0 er

Py(z) =2 — Tz + 2%

Bestem veerdierne for f(0), f/(0), f”(0), f(0).

Svar:

Vi husker, at et Taylor-polynomium af grad 3 kan skrives ved formlen:

Pye) = f@+f @) a0t 0 e+ D oy = p0p s 00 T2 Y

3,
2 6

hvor andet = skyldes, at a = 0 i dette tilfaelde. Vi kan altsa principielt opstille 4
ligninger, da 2 svarer til leddet uden z’er, hvilket er f(0). Altsa er f(0) = 2. Ligeledes
svarer —7z til leddet, som indeholder ét og kun ét z. Dette er f'(a), hvormed vi
har, at f'(a) = —7. Dernest ses det, at det generelle Taylorpolynomium af grad
3 indeholder leddet @ﬁ, men det ses, at der ikke indgar noget z? i det givne
polynomium. Den eneste made, hvorpa dette kan lade sig gore, er, hvis f”(0) = 0,
hvormed leddet altsa er 0 og derved ikke indgar. Sidst ses den tredje afledede @x‘g
har et tilsvarende led i den givne funktion, nemlig 23, hvilken har koefficienten 1 (1
"star foran/er ganget pa x?). Dermed mé

f/// (0)

L),

6

og ganges der med 6 pa hver side i ovenstaende ligning far vi, at f”(0) = 6.
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Opgave 3

a. Find den fuldstaendige lgsning til differentialligningen
y" + 4y + 5y = 0.

Vi opstiller fgrst den karakteristiske ligning:
r +4r+5=0.

Denne lgser vi sa ved brug af formlen for andengradsligninger. Vi far diskriminanten
til
D=4>—-4-1-5=16—-20 = —4 = (2i)*.

Dermed bliver lgsningen til karakterligningen:

—44+4/(20)2 —4+2i
r = =

2-1 2

Da den karakteristiske ligning har to komplekse rgdder, sa er den fuldstaendige 1gs-
ning til differentialligning pa formen:

= —2=1.

y(t) = cre® cos(Bt) + coe™ sin(Bt),

hvor a = R[r] og B = [r], hvor der her vaelges roden med den positive imaginaerdel.
Altsa er « = —2 og 8 = 1, dermed fas:

y(t) = cre”* cos(t) + coe " sin(t).

b. Lgs begyndelsesvaerdiproblemet
y'+4y +5y=0, y(0)=0,4(0)=3.

I lgsningen fra for kan vi benytte punktet y(0) = 0. Vi har da:
0 =95(0) = cre ?%cos(0) + cze * sin(0) =c; - 1-1+cy-1-0=¢;.
Altsa er ¢; = 0. Dermed er
y(t) = 0e* cos(Bt) + coe® sin(Bt) = coe® sin(Bt).
Vi kan nu differentiere ovenstaende for at finde y/(t) ved brug af produktreglen:

Oy
ot
Vi kan nu anvende, at y'(0) = 3, hvilket giver:

(t) = ¥/ (t) = coe " cos(t) + —2cpe™ * sin(t).

3= y/(O) = 02672.0 COS(O) — 2(32672'0 Sln(O) =cy-1-1—2¢c-1-0=cy.
Altsa er co = 3, og lgsningen bliver derved:

y(t) = 3e ' sin(t).
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Opgave 4

Betragt funktionen
or + 3y —1
x,y) = ——.
fz,y) o

a. Angiv definitionsmangden for f.

De eneste tidspuntker, hvor funktionen ikke er defineret er nar y = —x, da navneren
sa bliver 0. Definitionsmaengden er altsa alle punkter bortset fra disse. Vi har:

Dm(f) ={(z,y) eR |y # —x}.

b. Skitser niveaukurven givet ved f(z,y) = 2.

Vi skal altsa betragte:
Sr+3y—1
T +y
Ganges med (x+y) pa begge sider, far vi:

2.

br+3y—1=2(z+y) =2+ 2y.
Treekkes 5x og 2y fra pa hver side og leeg 1 til. Sa far vi:
y=—3x+ 1.

Dette er en ret linje med skeering i 1 pa y-aksen, og 1/3 pa z-aksen. Lader viy = —z
og indsaetter dette i y = —3x + 1 far vi, at

1
—x:—3x+1<:>2x:1<:>:c:§.

Da y = —z ikke er medtaget, ma punktet (1/2,—1/2) altsa ikke indga i niveaukur-
ven. Skitsen bliver da:
\1

0.5 4
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Opgave 5

En funktion er defineret som
f(x,y) = xe’.

Bestem gradientvektoren V f(z,y).
Vi skal blot differentiere f i forhold til bade x og x. Vi far:

0 0
—_— _ y —_— = y
axf(w, y) = e, ayf(w, y) = we.

Dermed far vi
Vf(z,y)=[e, we’].

Beregn den retningsafledede af f i punktet P = (1,0) og ret-
ningen givet ved

Vi tjekker fgrst, om u er en enhedsvektor, altsa har laengde 1:

MJ(@)Z(;Y NN

Altsa er u Vi skal nu benytte formlen

Dyuf(P)=Vf(P)-u.
Vi far altsa:

V3+1
T

DN —

Duf(P) = [°, 1¢"] - [\/3 1] — 1,1 [?%l :1.§+1.

272

c. I hvilken retning er den retningsafledede i punktet P = (1,0)
stgrst? (Angiv en enhedsvektor). I hvilken retning er den ret-
ningsafledede i punktet P mindst?

Vi har en seetning, der siger, at den retningsafledede er stgrst i punktet, nar

, - V)
IV f(z,y)|
Ligeledes er den mindst, nar
ue VY
Vf(z,y)l
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Vi finder altsa laeengden af V f(1,0) = [¢Y,e%] = [1,1] til:
IVf(1,0)] = V12 + 12 = V2.
Vi far altsa den stgrste retningsafledede til:

L Lve Ve [@ ¢_§]

TR T VaVve 2 272

Ligeledes for den mindste skal vi blot &ndre fortegn pa alle indgangene i vektoren,

altsa far vi:
V2 V2
U= |———1.
2 7 2
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Opgave 6
Fladen .# i rummet er bestemt ved ligningen F(x,y, z) =, hvor

F(z,y,2) = 2> + sin(xy) + 4z.

a. Godtggr, at punktet P = (2,0, —1) ligger pa fladen .%.

Vi indseetter blot punktet P i funktionen F', og hvis det ligger pa, skal det give 0
jevnfer defintionen for vores flade .%. Vi far:

F(2,0,—1)=2*+sin(2-0) +4(-1) =4+0—4=0.
Altsa ligger punktet pa fladen.

b. Bestem de partielle afledede %—5, %—5, og %—Z.

Ved brug af keedereglen opnas:

oF OF OF
B = 2z + y cos(zy), o x cos(zy), 5 = 4.

c. Find en ligning for tangentplanen til .# i punktet P =
(2,0,—1).
Vi indsaetter forst punktet i de afledede, sa vi kender haldningen i hver retning:

oF oF oF
2 py=2.2 2.0)=4, Z(P)=2cos(2-0)=2-1=2, <=
891;( ) +0cos(2-0) , (P) cos(2 - 0) T

5 (P) = 4.

Vi har nu tangentplanen givet ved:
4(r—2)+2(y—0)+4(z— (1)) =0.
Vi kan reducere udtrykket og fa:
dr —8+2y+4z+4=—4dr+2y+42—-4=0.
Ved at leegge 4 til pa begge sider og dernaest dividere med 2 kan vi opna:

20 +y+ 2z =2.
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Opgave 7

Lad # vaere omradet i planen bestaende af de punkter (x,y), som opfylder ulighe-
derne
0<z, x2+y2§4.

Skitser omradet Z.

Da 22 + y* = r? er cirklens ligning for en cirkel med centrum i origo, (0,0), med
radius r, kigger vi altsa pa en cirkel med centrum i origo med radius 2. Dog skal x
veere storre end 0, hvilket betyder, at vi kun befinder os pa hgjresiden af y-aksen.
Altsa er det en halvcirkel.

b. Beregn planintegralet

// T T A,
%

Ud fra det skitserede omrade kan vi opstille polaere graenser for integralet, nemlig:

0<r<2 —-<0<

b | 3
bo| 3

Dermed far vi for de polaere koordinater (husk r ganges pa i omskrivning fra karte-

siske til poleere koordinater):
3 [z,
/ / re” drdf.
~-z.Jo

Jus
2

Vi bruger nu substitution. Lad u = r?, dermed bliver

ou
T 9
ar
og vi far altsa ved isolering af Or, at
1
or = —ou.
=g ou

De nye koordinater i forhold til u bliver da:
u(0)=0>=0, wu(2)=2*=4.

Vores nye integralet bliver altsa:

T 1 1[5 4
/ / re'—dudf = = / / e dudo,
_ 0 2r 2 _ 0

[ME]
NIE]
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hvor 1/2 blot er flyttet udenfor, da denne er en konstant ganget pé. Ved simpel
integration far vi nu:

IR 1 (2 4
5/—g/o€dUd6:§/— le"],_o df

= %/i et —ede

= %/_12; et—1do

=5 (te—aE,)
O )
(e nge-nd)
:%2(64—1)3

= (' =13
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Opgave 8
Find de komplekse rgdder i polynomiet
22+ (=3 +1i)z+4—3i.
Vi kan benytte den normale fremgangsmade ved fgrst at finde diskriminanten D:
D=(-3+i)?*-4-1-(4—-3i))=9—1—6i — 16+ 12 = —8 + 61.

Nar vi skal finde rédderne kraever det, at vi kan finde kvadratroden af diskriminanten.
Til at finde kvadratroden af et komplekst tal z = a + bi bruges formlen:

i( T;a+isgn(b) T;CL),

hvor r = |z|. Ved at seette a + bi = —8 4+ 6i = D har vi:

r=|D| = /(—8)% + 62 = V64 + 36 = V100 = 10.

Vi kan dermed indseette i den fornaevnte formel og fa:

JDe 4 (\/102—8 +Z,\/10 —2(—8)> _ 4 (@H\/?) :lu<\/I+z'\/§) = £(1430),

da fortegnet for b er et + (dvs. sgn(b) = 1). Vi kan nu bruge formlen:

—bvD

2a '

z =

hvorved vi far

. . . . 442i .
—(=3+41) £ (1+3) 3—ikt(l+3) :{+T2_2+z

°T 2.1 - 2 2 g
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Opgave 9

a. Punktet med rektangulsere koordinater (z,y) = (1,1) kan i
polzre koordinater angives ved (r,0) = (\/5, %) :

Da vi har, at

2 24/2 2
$:TC089:\/§COSZZ\/§£:Q:—:1
4 2 2 2
og
2 24/2 2
yzrsinezﬁsin%:\/ﬁgzg:§:17

er dette sandt.

b. Der gelder, at

Kort svar: Da der ikke er en realdel i potensen, kan venstre siden maks give 1.
Laengere svar: Hvis 2z = a + bi, sa er

e =e"(cosy +isiny).

Da vi har z = 0 + 31, far vi altsa
03 = 3™ — €0 (cos(37) + isin(37)) = (cos(37) +isin(37)) = —1 + 0i = —1.

Altsa er pastanden falsk!

c. Funktionen
22% — 3y°

antager et globalt maksimum i punktet (0,0).

Vi noterer forst, at der er et led med x, som kun kan veere positivt (eller 0) uanset
veerdien for z, og tilsvarende et led med y, som kun kan veere negativt. Lader vi
y = 0, sa kan vi altsa vaelge x # 0, hvilket altsa vil veere stgrre end det globale
maksimum.
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