Besvarelser til Calculus
Ordinaer Eksamen - 3. Januar 2017

Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altséa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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INDHOLD

Opgave 1

En plan kurve er givet ved

x:tQ,
y==t -t

hvor parameteren ¢ gennemlgber de reelle tal.

a. Kurven skeerer sig selv i et punkt, der har fgrstekoordinaten
x = 1. Hvad er andenkoordinaten for dette skaeringspunkt?

Da vi har faet givet = 1, har vi ligningen > = 1 fra opgaveteksten. Dermed er
t = +1/1 = +1. Indseettes disse to veerdier for ¢ i udtrykket for y fas:

y=1"-1=1-1=0, y=(-1P3—-(-1)=-1+1=0.

Dermed er andenkoordinaten 0 for dette skaeringspunkt.

b. Hvad er krumningen af kurven for ¢ = 07

Vi skal bruge formlen

N kA W ot it 4 I
@)+ WP S+ )E
Derfor kraever det, at vi finder forste- og andenordens afledede for x og y:
) =2t, 2"(t)=2, Y@t)=3t"-1, y"(t)=6t
Evalueres alle funktionerne i ¢ = 0 far vi:

Z(0)=2-0=0, 2"(0)=2, ¢(0)=3-02—1=-1, ¢"(0)=6-0=0.

Indsaettes 1 formlen fas resultatet:
0-0—2-(=1)] 2 2
k= 3 T =3~ 7
2+ (-0 vi 1
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Opgave 2

En kurve i rummet er givet ved
r = —t2
y = 5(20)7,
z =1,

hvor paramteren ¢ gennemlgber de positive reelle tal.

a. Find det korrekte udtryk den afledede af ¢/ .

Differentieres t* fas a-t*~!. Ydermere skal det bemaerkes, at der er en indre funktion,
. 3 .
2t, og en ydre funktion, ()z, hvormed kaedereglen skal benyttes. Vi far:

Y(t) =22 22027 = (2t)27F = (2t)2 = V2t

[\CRGV]
Wl

b. Hvad er buelaengden af kurven frat =2 tilt =4

Det generelle udtryk for bueleengden af en kurve i rummet er givet ved

b
[ e @

Vi har givet, at a = 2 og b = 4. Vi differentierer nu x og z med hensyn til ¢ (v’ har
vi allerede udregnet), og far:

Indsaettes det i formlen fas:

4 4
/\/t2+(\/2_t)2+12dt:/ V2 L2t 1dt
2 24
:/‘M@+1Pﬁ
2
4

:/ t+1dt
2

1 4
:[—t2+t]

2 2

1 1
=424+ 4—(=22+2

2 + <2 +2)
=8+4—(2+2)
=8+44—4
:87

hvor en kvadratsatning er anvendt mellem 2. og 3. udtryk.
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Opgave 3

En funktion er defineret ved
f(z) = In(cos z)

s s
for 5 < T3.

a. Hvad er differentialkvotienten f'(z)?

Funktionen bestar af den ydrefunktion In(-) og den indre funktion cos x. Den afledede
af In(u) er X, nar der differentieres i forhold til u, og den afledede af cosz er —sinz.
Kaedereglen giver os:

N i i IR R _ s
fl(x) = (du ln(u)) (dx COSJZ‘) = u( sinz) = cosx( sinz) = o tan .
b. Hvad er andenordens Taylorpolynomiet for f(x) med udvik-
lingspunkt = = 0.

Vi har den forsteordensafledede fra opgave a. Dette resultat kan vi blot differentiere,

d _ 1 Coot
og da 7-tanz = 5 har vi, at:

1
" .
Fiw) = cos? x

Indseettes z =01 f(x), f'(x) og f"(x) far vi:

1 1
S —

f(0) =In(cos(0)) = In(1) =0, f'(0) = —tan(0) =0, [f"(0)= Teos20 1

Den generelle formel for et andenordens Taylorpolynomium med udviklingspunkt

1
Py() = f(a) + f'(a) - (x = a) + 5 f"(a) - (x — ).
Da vi har, at a = 0 og kender funktionerne, far vi:

Py(z)=0+0-(z—0)+ %(—1) (z—0)? = —%aﬂ.
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Opgave 4
To komplekse tal er givet ved
2 =(1—-0)(2=3i)+7i, 2 =1(14+1).
a. Hvad er z; skrevet pa standardform?
Vi skal blot gange parenteserne ud. Vi far:
=1-9)2-3)+7i=12-3)—i(2—3)+Ti=2—-3i—2i —3+7i = —1 +2i.

b. Hvad er 2, skrevet pa poleer form?

Polaer form for et komplekst tal ser ud pa fglgende made:

hvor r er modulus af det komplekse tal, og 6 er vinklen. Vi har, at

r=li(l+d) =i 14+i=vV02+12-V2+12=V1-VI+1=V2

For at finde # har vi to ligninger, som denne skal opfylde:
r=rcosf, y=rsind.

Da
il+i)=—-14+i=z=-1, y=1,

har vi fglgende:

1 V2 1 V2
—1=+V2cos0 & cosf = ——==—-" 1=1+2sinf < sinf = — = —.
V2 2 V2 2
Det er kun 6 = 3% og § = 2%, der opfylder forste ligning (z). I forhold til anden
ligning (y), er det kun § = Z og # = 2%, Da § = 3% er det eneste tal, der gar igen,

er dette vinklen. Dermed er svaret:

2y = \/56371'/4-1' _ \/5637”;/4.
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Opgave 5

En homogen anden ordens differentialligning er givet ved

y" + 4y’ + 20y = 0.

a. Find den fuldstaendige lgsning til differentialligningen.
Vi opstiller og lgser den karakteristiske ligning:
r? +4r +20 = 0.
Vi finder diskriminanten:
D=4—-4-1-20=16—-80= —64 = —8-8 = (8)°.
Dermed bliver lgsningen:

—4+./(81) —4%8i
2-1 2
Hvis lgsningen til den karakteristiske ligning er et komplekst tal pa formen a + bi,

sa er den fuldstendige lgsning givet ved:

= -2x4.

r =

y(t) = cre cos(bt) + coe™ sin(bt).
Vi har, at a = —2 og b = 4, hvorfor vi far lgsningen:
y(t) = cre”* cos(4t) + coe* sin(4t).
1

b. Det oplyses, at funktionen f(t) = ;t er en Igsning til den
inhomogene differentialligning

y" + 4y’ + 20y = 1 + 5t.
Find den partikulaere lgsning til differentialligningen

" + 4y’ 4+ 20y = 1 + 5t + 5e'.

Et geet pa den partielle lgsning for 5e’ vil vaere y,(t) = Ae’, hvor A er en konstant.
Denne differentieret henholdsvis en og to gange vil ikke givet led, der indeholder Bt
eller C', hvor B og C er konstanter, hvorfor vi blot behgver betragte:

y" + 4y + 20y = 5é'.
Differentieres vores gaet, y,(t) = Ae', to gange fas:
y,(t) = Ae',  yh(t) = Ae'.

Indsaettes dette i differentialligningen fas:
1
Ae' + 4Ae’ + 20Ae' = 25Ae' =be' & 25A =5 A= =

Altsa er y,(t) = te'. Daer g(t) = f(t) + yp(t) = 3t + +¢’ lgsningen.

INDHOLD 7



INDHOLD

Opgave 6

En funktion er givet ved
202 — 2y + 3
22—y

flz,y) =

a. Definitionsmangden for f bestar af hvilket par af puntker,
(,y) ?

Vi skal blot se, hvilke veerdier for x og y, det gar galt for f. Det gar kun galt,
nar nzevneren i brgken bliver nul. Dvs. vi mé ikke have, at 2> — y = 0, hvorfor
definitionsmeengden bestar af punkter, der opfylder:

-y A0 £y

b. Hvad kan niveaukurven f(z,y) =5 beskrives som?

Vi har:
202 — 2y + 3 B

5.
x2—y

fla,y) =
Ganges med x? — y pa begge sider fas:
f(z,y) = 20* — 2y + 3 = 5(2* — y) = b5a* — by.
Vi kan nu prgve at isolere y. Vi far:

202 — 2y +3 =52 -by e —2+sy=5" -2 -3 3y=31 -3 y=2-1

Niveaukurven for f(z,y) =5 er altsa en parabel med ligningen y = z* — 1.
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Opgave 7
En funktion er defineret ved
f(z,y) = 2* arctan y.

Hvad er den anden ordens partielle afledede f,,(z,y)?

Svar:
Vi skal blot differentiere i forhold til enten x eller y fgrst, hvorefter denne afledte

funktion differentieres i forhold til den anden variabel. Vi har:

%f(x, y) = 2z arctany.

V1 har endvidere:

2
1+y2 - 1_|_y2

Jey(z,y) = % (%f(w,y)) = %(Qm arctany) = 2z -
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Opgave 8

En funktion er defineret ved
fla,y) = 2" +y—ay.
a. Hvad er funktionsvaerdien i punktet (—1,1)?
Vi indseaetter:
f=1L,D) = (-1 4+1—(-Dl=—-1+1+1=1.

b. Hvilket punkt er et kritisk punkt?
Vi differentierer f i forhold til bade x og y:

) , )

— =322 — — =1—z.

g, (©:y) =327y, ayf(x,y) x

For at et punkt er et kritisk punkt skal vi finde de veerdier af = og y, der opfylder,
at a% (z,y) = a%f(x,y) = 0. Vi ser, at

(%f(x,y)zl—sz@le.
Altsa skal x = 1. Denne veerdi indsaettes sa i den anden af de to afledte:
9 ) =317 y=3 y—0ey=3
Ox
Altsa er punktet (1,3) et kritisk punkt.

c. Grafen for f har en tangentplan i punktet P = (—1,1, f(—1,1)).
Find ligningen for denne.

Vi skal bruge formlen for tangentplaner:
2= [o(Pp, By) (2 — Py) + fy (P, Py)(y — By) + P

Vived, at P, = f(—1,1) = 1 fra opgave a. Ydermere kan punktet (—1, 1) i de afledte.
Vi har:

fo(=1,1)=3(-1)*-1=3-1=2, f,(-1,1)=1—(-1)=2.
Dermed er:
z=2(x—(-1)+2(y—1)+1 =2(z+1)+2(y—1)+1 = 22+242y—2+1 = 2x+2y+1.
Vi kan sa isolere konstanten og fa:

20+ 2y — z = —1.
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d. Lad ¢(t) og h(t) veere to differentiable funktioner, som op-

fylder betingelserne ¢(0) = 2, ¢/(0) = 1 og h(0) = 0, h'(0) =

Betragt den sammensatte funktion

Hvad er differentialkvotienten w'(0)?

Lad os starte med at indsatte g(t) og h(t) i f. Vi har:

w(t) = fg(t), h(t)) = g(t)* + h(t) — g(t)h(t).

2.

Vi kan nu differentiere w(t) i forhold til ¢ ved at bruge keederegel samt produktreglen:

w'(t) = 3g(t)%g'(t) + 1'(t) — (' (DA(E) + g(R)h' (1))

Indszttes 0 i stedet for t kan vi ved brug af betingelserne opna:

w'(0) = 39(0)°¢'(0) + 1'(0) — (¢'(0)A(0) + g(0)(0))
=3-22.14+2-(1-0+2-2)
=3-4+2-4=12-2
= 10.

INDHOLD
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Opgave 9
En funktion er defineret ved

f(xvya Z) = — e + €Z+1'

Hvad er den retningsafledede D, f(P) i punktet P = (1,0, —1) og retningen bestemt

ved enhedsvektoren u = (3, 2, 2)?

Svar:

T

Vi skal forst finde Vf(z,y,2) = (2 f(z,v, 2), a%f(x,y,z), 2 f(z,y,2)). Vi har:

0 0 0
B — — R = — Y B —
axf(xayaz) 2z, ayf(xvf%z) €7, sz(x’%z
Altsa er:
Vf(x,y, Z) = (21’, _6y762+1) = Vf(P> = (2 ' 17 _6076_1+1> = (Qa _L 1)

Vi finder nu D, f(P):

Duf(P):u-Vf(P):1-2+2~(—1)+§-1:§.

): 1 -6Z+1 — €Z+1

INDHOLD
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Opgave 10

Et omrade R i planen bestar af de punkter (z,y), som opfylder:
2+ y2 < g, 0<y.

Udregn vaerdien af planintegralet:

//Rcos(ac2 + y?) dA.

Vi vil betragte integralet i forhold til poleere koordinater. Vi skal forst omskrive
granserne. Da r? =22 +y> < T er

Svar:

s
0<r<y/=.
- — V2
Fra fgrste ulighed vides, at vi arbejder med en cirkelskive, da der arbejdes med en
radius, der varierer uathangigt af vinklen. Ydermere vides fra anden ulighed, at det
kun er cirkelskiven i kvadranterne over xz-aksen. Altsa er

0<g<m.

Vi far altsa planintegralet (husk at vi ganger med r ved skift af kartesiske koordinater
til poleere koordinater):

/07r /Oﬁrcos(r2) drdf. (11.1)

Vi laver integration ved substitution af 72. Lad u = r2. Sa er % = 2r, hvor vi sa kan

. dr
isolere dr:

dr = idu.
2r

Ydermere skal graenserne for r sendres til greenserne for u, hvorfor vi far: u(0) =

02 =0o0gu(\/%) = %2 = 7. Vi far altsa integralet (neeste side):
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I

Ve
7 cos(r? drd@-//rcos —dud@

:// dudé’
:1//cos ) du df
2
1

- / sin(w)]§ do

016

0)

=
|
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Opgave 11

Lad 7 veere omradet i rummet bestaende af punkter (x,y, z), som opfylder ulighe-
derne
0<zx<1l, 0<Ly<l—z 0<z<1l—-2—y.

Et legeme med massetaetheden (densiteten) d(z,y, z) = 1 deekker netop omradet 7.
Legemets rumfang (volumen) betegnes V', og legemets masse betegnes m. Marker
samtlige korrekte udtryk.

Fgrste integral

l—z—y 1-x 1
m = / / / (1 —2)drdydz
0 0 0

Omradet er afgraenset. Men da yderste integral indeholder variable graenser bliver
massen af omradet variabelt. Dette ma ikke veere tilfeldet.

Andet integral

1 1 l—z—y
m = / / / (1 —2)dzdydx
Jo Jo Jo

Det ses, at graenserne for x og z ikke er blevet omskrevet. Derfor skal y heller ikke
omskrives, men da den gvre graense er 1 og ikke 1 — x integreres over et forkert
omrade.

Tredje integral

~1 l—z pl—xz—y
m = / / / (1—2)dzdydx
0 Jo 0

Vi ser her, at graenserne passer til de respektive variable, samt at densiteten er
korrekt.

Fjerde integral

1 pl—y pl—ax—y
V= / / / dz dx dy
JO JO JO

Af ulighederne fremgar det, at y < 1 — z, hvilket kan omskrives x < 1 — y. Dvs.
vi kan bytte rundt pa = og y i tredje integral, hvilket svarer til fjerde integral, dog
uden densiteten.

Femte integral

1—x 1 l—z—y
V= / / / dz dx dy
Jo o Jo

Lige som ved fgrste integral, sa kan dette ikke vaere volumen for omradet, da omradet
er konstant, men integralerne varierer, da der star et x i gvre graense i det yderste
integral.
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Opgave 12

a. Det geelder, at

d
- ((z° + 1) arctanz) = 2z arctana + 1
x

for alle reelle tal x.
Dette er sandt. Vi skal bruge produktreglen
(f-9)=r-9+f-4d,

samt, at (arctanz) = 1/(2? + 1). Vi har:

d
. ((#* +1)arctanz) = (2* 4 1)’ - arctan z + (2* + 1) (arctan z)’
T

= 2z arct 2+1
rarctanx + (x* + )x2+1

= 2rarctanx + 1.

b. Punktet med polezere koordinater (r,0) = (—5,7) har rek-
tanguleere koorindater (z,y) = (—5,0).

Omskrivningen mellem polezere koordinater og rektangulaere koordinater sker ved
xr=rcosf, y=rsind.

Vi har:
r=—5cosm=—5-(—1)=5.

Allerede her ses, at der er forkert fortegn for z-koordinaten. Altsa er dette falsk.

c. For ethvert komplekst tal z geelder der, at

iz] = —2].

Lad 2z = a + bi. Sa er iz = ai — b. Dermed er |iz| = \/a® + (—=b)? = Va2 + 1?2 = |2|.
Altsa er udsagnet falsk.

d. Lad D veere omradet i planen bestaende af de punkter (z,vy),
som opfylder uligheden 2% +? < 4. Lad f vaere funktionen med
forskrift

flz,y) =2’y —€".
og definitionsmaengden D. Da antager f globalt minimum péa
D.

Sandt. Da uligheden begranser bade x og y veerdier i en lukket maengde. Se evt. en
af eksamenssattene, hvor denne er falsk (maske lettere at forsta).
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Opgave 13

Figuren nedenfor viser grafen for funktionen

afbildet i polaere koordinater.

Hvilken af nedenstaende forskrifter for f svarer til figuren?
f(0) =sin(20), f(0) =1—cosf, f(A)=sin?0

f(0) =2—sind, f(0)=1+2sin6, f(6) = cos?#.

Svar:

Vi bruger udelukkelsesmetoden til at finde den rigtige funktion. Vi ser, at funktionen
har radius 0 for = 0. Vi indsaetter altsa i hver af funktionerne og far:

f(0)=sin(2-0) =0, f(0)=1—-cosO0=1—-1=0, f(0)=sin’0=0

f(0)=2—-sin0=2, f(0)=1+2sin0=1, f(0)=cos’0=1.

Vi ser, at der kun er 3 funktioner, der passer pa # = 0 giver en radius pa 0, nemlig
f(6) =sin(20), f(0) = 1—cosf og f(f) = sin® . Vi ser igen pa figuren og bemaerker,
at § = 7 giver en radius pa 1. Viindsatter derfor denne vinkel i de tre tilbageveaerende
funktioner:

F(5) =sin(2g) =simm =0, () =1meos () =1 s (5) =" (3) =

Vi har to funktioner tilbage f(6) = 1—cosf og f(6) = sin® . Figuren viser, at § = 7
giver en radius pa 0:

f(r)=1—cosTt=1—(=1)=2, f(x)=sin’7=0.

Vi indser, at den rigtige funktion er f(6) = sin®#.
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