Besvarelser til Calculus
Ordinaer Eksamen - 14. Januar 2019

Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altséa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Opgave 1

En funktion er defineret ved

for reelle variable x og y.

a. Bestem definitionsmangden for f.

Nar vi arbejder med definitionsmaengder, er det oftest lettest at sporge, ’hvad kan
ga galt her’. Og hvis man i bedste Jonatan Spang stil kan sige: "Jeg kan ikke se noget
problem!’, sa er det nok alle de mulige talpar, der tilhgrer definitionsmaengden. Men
nar vi som i vores tilfaelde arbejder med eksempelvis en brgk, sa er der oftest noget,
der kan ga galt. Vi ser, at vi dividerer med x. Vi ma ikke dividere med 0, derfor ma
x # 0. Vi er ligeglade med, om x er negativ eller positiv, bare den ikke er 0. Og fuck
y. Den/det /hun/han, y, er nemlig ligegyldig i den her kontekst, da den ikke kan lave
rod i vores funktion pa nogen made.

b. Bestem et udtryk for niveaukurven f(z,y) = 2.

Steerkt - vi skal altsa kigge pa:

Jeg elsker at slippe af med brgker fgrst. Sa jeg ganger med x pa begge sider:
v? +y? -3 =21

Da vi ser, at der bade er et kvadreret led for x, dvs. 22, og et kvadreret led for y,
dvs. y?, samtidig med, at der er MINDST ét led, der indeholder et z eller y (det vil
sige uden potens) - si kan vi geette os til, at der er tale om en cirkel! Det vil sige, vi
skal prgve at fa den skrevet pa formen som cirklens ligning

(x —a)* + (y — b)* =2

Vi starter med at samle alle konstanter pa hgjre side, og alle x og y’er pa venstre
side (altsa vi traekker 2x fra pa begge sider, og leegger 3 til pa begge sider):

r? — 24y =3.
Vi kan hurtigt se, at
=20+ (y—02 =220 +y*=3.

Det stemmer ogsa over ens med de to muligheder for cirkler, der er som svarmulig-
hder. Vi skal nu bare bestemme a i det led, der hedder (z — a)?. En kvadratsetning
giver, at

(z —a)? = 2* + a® — 2ax.
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Vi kan se, at 22 findes i begge ligninger. Vi ved pt. ikke, hvordan konstanten, a2,
ser ud, da vi sa ville kende a. Men vi kan se, det dobbelte produkt. Nemlig —2ax,
hvilket fremgar i form af —2x. Vi har altsa:

—2ar = —2.
Divideres med —2x pa begge sider far vi, at
a=1.

Men det betyder, at
(x—1)2=2"+1-2m.

Vi kan altsa leegge et 1-tal til pa begge sider, hvormed
=2z + (y—0)> =3

bliver til
?+1-22+(y—00P=3+1=4=2?

Men venstresiden kan vi faktorisere, da 2 + 1 — 2z = (z — 1)%. Vi far
(x =12+ (y—0)*=2%

Vi har altsa at gore med en cirkel, der har centrum i (1,0) med radius 2. I svarmu-
ligheden siger den dog, at (0, \/(3)) er ekskluderet. Men det skyldes, at vi i vores
originale funktion f(z,y) ikke méatte have x = 0 (opgave a). Sa vi mangler bare at
vide, hvad y-vaerdierne er for z = 0:

0—1)2+(y—02=1+y*=2>=4.

Dermed er
V¥ =3sy= +/3.

Altsa er y = ++/3, nar « = 0. Derfor skal vi ekskludere disse to punkter.

INDHOLD 4



INDHOLD

Opgave 2
En parametrisk kurve i rummet er givet ved
r(t) = (sin(2t), cos(2t), esin(t)%

hvor parameteren ¢t gennemlgber de reelle tal.

a. Bestem kurvens fart.

Forst skal vi udregne hastighedsvektoren. Vi differentierer altsa r(t):
v =1'(t) = (2cos(2t), —2sin(2t), cos(t)e®).

Vi kan nu udregne farten, som er leengden af v:

V(B)] =/ (2cos(26))? + (— sin(26))2 + (cos()esn®)’

= \/4 cos?(2t) + 4 sin®(2t) + cos?(t)e2sn(®)

= \/4(0052(21&) + sin?(2t)) + cos?(t)e2sin(®)

= \/4 + cos?(t)e?sn()

Bemeaerk, at jeg har brugt idiotformlen, cos? + sin® = 1.

b. Bestem kurvens accelerationsvektor for ¢t = 0.

Vi skal fgrst differentiere v:
a(t) = v/(t) = (—4sin(2t), —4 cos(2t), @ (cos(t) — sin(t)))
Nu kan vi bare smide vores ¢ = 0 ind og opna:

a(0) = (—4sin(2-0), —4cos(2 - 0), e (cos(0) — sin(0))) = (0, —4, 1).
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Opgave 3
Tre komplekse tal er givet ved

21:1+i, 2’2:4 0g 2’3:—22

a. Opskriv z; + z3 pa polaer form.

Vi finder ved addition, at
2+zm=1+i+(-2))=1—1

Vi ved, at arg(l — i) = —7. Dette ved vi, fordi det komplekse tal er lige langt fra
bade den reelle akse savel som den imaginaere akse. Men det komplekse tal ligger pa
den negative side af den imaginzere akse.ﬂ Sa argumentet (vinklen) for det komplekse
tal er ¢ = —7. Endvidere er modulus (leengden) af det komplekse tal:

|21+ 23] = |1 —i] = V12 + (=1)2 = V2.
Et komplekst tal z skrevet pa den polzere form er
z = |z|e®.

Derfor kan vi skrive:
_ \/_ T
Z1+ 23 = V2e 4",

b. Hvad er z—i pa standardform?

29 4 2 2 2% 2
23 =20 i 2 =1 1

'Hvis du vil se udregninger, s bgr du tjekke tidligere eksamensszet.
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Opgave 4
En homogen andenordens differentialligning er givet ved
y// — O

Angiv den fuldsteendige lgsning til differentialligningen med arbitrzere konstanter.

Svar:

Vi skal have en funktion, der skal give 0, nar vi har differentieret den to gange. Det
betyder, at funktionen IKKE kan indeholde hverken, cos eller sin, da disse blot bliver
til hinanden ved differentiation (med omvendt fortegn i nogle tilfaelde). Vi kan heller
ikke have noget, der indeholder eksponentialfunktionen, e, da denne blot giver sig
selv, nar differentieret. Hvad sker der, nar man differentierer et andengradspolyno-
mium 2 gange?

y=ar’+br+c=y =2ar+b=y" =2a.

Men 2a er ikke 0 for vilkarlige a (dvs. for alle @ € R). S& vi har kun en funktion
tilbage, nemlig cit + co, da

y=ct+c=y==c =1y"=0.
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Opgave 5
Find lgsningen z(t) til den inhomogene differentialligning
2" (t) = sin(t)

med begyndelsesveaerdierne 2(0) = 0 og 2/(0) = 0.

Svar:

Normalvis ville vi geette pa en partikuleer lgsning, men da venstre-siden udelukkende
bestar af x”(t) samtidig med, at hgjresiden udelukkende bestar af en funktion af ¢,
kan vi blot integrere. Det vil sige, at vi har:

(1) = / (1) dit = / sin(t) dt = — cos(t) + c1.
Vi kan altsa anvende den ene begyndelsesveerdi til at bestemme c;:
Z(0)=0< —cos(0)+c1=—-14+c;=0& ¢ = 1.

Sa
2'(t) = —cos(t) + 1.

Vi kan nu integrere x'(t):
z(t) = /x’(t) dt = / —cos(t) + 1dt = —sin(t) + t + co.
Bruges den sidste begyndelsesvaerdi opnas:

2(0) =04 —sin(0) +0+c; =04 ¢, =0.

Derfor ser vi, at
x(t) = —sin(t) + .
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Opgave 6

Besvar folgende sandt eller falsk spgrgsmal.

a. Hastighedsvektoren til en kurve kan have leengde nul.

Nej. Det kraever, at z(t) = konstant og y(t) = konstant, men det betyder kort sagt,
at vi ikke har en kurve men et fast punkt, da hverken z og y @endrer sig ved en
endring af tiden.

b. Nar et punkt bevaeger sig pd en cirkel med radius R, si peger
accelerationen mod cirklens centrum, hvis farten er konstant.

Ja.

c. Summen af to funktioner, som er diskontinuerte i et punkt,
er altid diskontinuert i det punkt.

Nej. Hvis
1, x>0
€Tr) =
o-{y
0g
-1, >0
xT) =
9(x) {0, £ <0

Hvis vi leegger f og g sammen, far vi:

=0.

040, z<0 0, <0

f(x)+g(x)={1+(_1), x>0 :{O, x>0

Sa f(x) + g(x) er 0 ALTID, og dermed er den ikke diskontinuert i punktet O.

d. Fglgen x,, = ng’—il konvergerer mod 1, nar n gar mod uendelig.

Sandt. Vi bruger L’Hopitals regel:

_ n? _ (n?)’ . 2n
lim = lim ——
n—o00 77,2 + 1 n—o00 (77,2 + 1)’ n—oco 2N
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Opgave 7

Et omrade R i planen bestar af faellesmaengden mellem den gvre halvplan og en disk
med radius 2 og centrum i origo. Et legeme med massetaethed §(z,y) = 2%y daekker
netop omradet R.

a. Beskriv omriadet R med en ulighed.

Cirklens ligning for den givne cirkel er:
P4+ =2ey=4-2"sy==+tV4—22
Men den nedre graense skal vaere y = 0, da vi kun fokuserer pa den gvre halvplan.

Vi far altsa greenserne:
0<y<+V4—22

Derudover varierer x blot over —2 og 2. Sa vores uligheder er

—2<xr<2, 0<y<V4—a2

b. Hvad er den korrekte formel, som giver legemets masse?

Vi skal blot integrere over densitetsfunktionen med granserne fundet i forrige opgave.

Vi far altsa:
2 V4a—x2
/ / :UQy dy dzx.
—2Jo
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Opgave 8
Et omrade R i planen bestar af alle punkterne med koordinater (z,y), som opfylder

to uligheder: \/22 + % < 2, y > 0. Udregn planintegralet [, z*y dA.

Svar 1, poleer integration:

Vi kan se, at 22 + y? indgér i ulighederne. Det vil sige, at polare koordinater for-
mentligt er en god idé. Da, 2% + y* = r? far vi:

0< /2 +y2=Vr2=r<2.

Endvidere skal det kun veere den gvre halvplan. Det vil sige, at y > 0 betyder, at vi
kun kigger pa vinklerne 0 < 6 < 7. Vores polaere graenser er altsa:

0<r<2 0<6<m.
Betragtes funktionen i integralet kan denne omskrives til poleer form:
2y = r?cos? @ - rsinf = 13 cos® O sin 6.

Vi kan altsa udregne integralet (husk omskrivning fra kartesisk integration til polaer
integration kraever, at man ganger funktionen med r):

2 T 2 T
//r~r?’cos29$in9d9dr—/ / r* cos? sin 6 db dr
o Jo o Jo
2 T
:/ 7"4/ cos? 6 sin 6 db dr
0 0
T 2
:/ COSQQSiDQdQ/ r*dr.
0 0

Bemeerk, at jeg har splittet integralerne op. Det kan kun ggres, fordi greenseveerdierne
for 6 og r ikke athaenger af hinanden, samtidig med, at funktionerne kun er ganget
sammen. Integralet med r er simpelt at udregne. Endvidere kan vi se, at

3 /
(_COSg(e)) _ _% (COSS(Q))/ _ _%(3 C0820 . (— sm@)) - COSQHSine

ved brug af keedereglen. Altsa er samtfunktionen til cos® f sin # funktionen —3 cos® 6.
Vi far endvidere:

™ 2 1 0 1 2
/cosgesint%l&/ 7“4d7’:|:——C0839:| -{—rs}
0 0 3 o L2 o
1 3 1 3 I 5 1 5
S _(_Z R - I
( 3cos7r < 3COS 0)) (5 5 0
1 1 1
—(—=.(=1 Z.1)-(2.32
(5 eve51)(52)
23
3 5
_64
15
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Svar 2, kartesisk integration

Selvom opgaven maske laegger op til, at det er poleer integration, sa behgver vi
faktisk ikke ggre sa meget. For hvis vi kigger pa ulighederne

Va2+ P <262’ +y° <27

0g
y = 0.

Sa er det praecis samme beskrivelse, som vi stedte pa i opgave 7. En halvcirkel i
den ¢gvre halvplan med radius 2. Det vil altsa sige, at vi kan bruge det integral, vi
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opskrev der og udregne det.
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(5-32—3-32+5-32—3-32)
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Principielt er forskellen pa de to metoder altsa maengden af brgk-ngrkleri. Person-
ligt vil jeg bruge denne metode, men aldrig skrive s mange mellemregninger - men
noterne er jo lavet for jeres skyld og ikke min, sa jeg matte hellere have nok mel-
lemregninger med.
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Opgave 9

En flade F i rummet er bestemt ved ligningen F'(x,y,z) = 0, hvor

F(x,y,2) = 2%y* — 2*

a. Bestem en ligning for tangentplanen til 7 i punktet P
{1,1,1}.
Vi skal bruge tangentplanens ligning:
Fy(P)(x — P,) + F,(P)(y — P)) + F.(P)(z — P,) = 0.
Sa vi skal altsa blot differentiere F' i forhold til de tre variable og indsatte P. Vi far:
Fo(z,y,2) =22y%, Fo(1,1,1)=2-1-1> =2,

F,(z,y,2) =22%y, F,(1,1,1)=2-1*-1=2.
F.(z,y,z) = =2z, F.(1,1,1)=-2-1 =-2.

Vi kan nu indsaette dette i vores tangentplanens ligning:

2(x—1)+2(y—1)—2(2—1) =0 & 22+2y—2z—2-24+2 =0 x+y—2—1 =0 < a+y—2z = 1.

b. Fra ligningen F(z,y,z) = 0, hvad er den partielle afledede
0z/0y i punktet P?

Implicit funktionsssetningen medforer, at

0z  F,

oy F.
Fra forrige opgave udregnede vi de afledte vaerdier for Fj, og F, i punktet P. Vi far
altsa for punktet P, at

0z, . F,(P) 2
8_y<P) = -
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Opgave 10

En funktion er givet ved
f(z,y) = sin(zy),

for variable z og y, der begge gennemlgber alle de reelle tal.

a. Har funktionen f uendeligt mange kritiske punkter?

Vi ser pa de afledede (husk at bruge kadereglen):

fo(z,y) = ycos(wy),  fy(v,y) = xcos(zy).

Begge de afledede skal vaere 0, hvis et punkt skal veere et kritisk punkt. Hvis
cos(zy) = 0, sa er begge funktioner praecist 0. Men der er uendeligt mange ma-
der at opna denne veerdi for cos, da det er en periodisk funktion, hvor 0 indgar i
kodomenet (veerdimaengden). Altsa er der ogsa uendeligt mange kritiske punkter.

b. Har funktionen f en global minimumsvaerdi?

Ja da. Vi ved, at sinus er en funktion, hvis vaerdier ligger mellem [—1, 1]. Da veerdi-
erne godt kan vaere —1 men ikke mindre, si er —1 den globale minimumsveerdi ]

c. Bestem den retningsafledede D, f(P) i punktet P = (—+/7,/7)

og retning givet ved enhedsvektoren u = (?, */75)

Vi skal forst differentiere f og indsaette punktet P. - Jeg differentierede f i opgave
a, sa vi indsaetter blot P i disse:

Jo—VAT) = VT cos(—VF/T) = VT cos (—V/T) = v/ cos(—7) = V7 cos(r) = —V/7
0g

FU=ARNR) = =R oos(— V) = =V os (V) = Vcos(m) =~V cos(m) = V.

Vi har nu
samt \/§ \/5
n= )

Dermed far vi

Duf(P) = V() u= —y7- e yr Y

284 du skal svare falsk i eksamenssaettet.
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d. Bestem retningen hvori f aftager hurtigst i punktet P.

Retningen hvor f aftager hurtigst er givet ved

_ V(P
IVf(P)]

Vi kender allerede V f(P) fra forrige opgave. Sa vi mangler blot at udregne laengden
af denne:

VIP)] = (~Va) + V7 = Var = VAV,
Altsa
Vf(P) 1

RGN ARG (‘

(11

53)- (a3
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Opgave 11

En funktion er givet ved
2

f(z) = exp(a?) = e

for alle reelle tal x.

a. Bestem f©)(x).
Vi differentierer forste gang:
() = 22e" = 2af(x).
Vi differentierer nu igen med produktreglen:
f'(x) = (2x)' - f(x) + 2z - f'(z) = 2f (2) + 22 f'(z) = 2f (2) + 42* f ().
Og vi differentierer igen ved at bruge produktreglen:

FO(2) = 2f'(2) + (o (x) + 422 (x))
= daf(x) + 8z f(x) + 82° f(x)
=12z f(z) + 82" f(x)
= 4x(3 + 22%) f(z)
= 42(3 + 22%)e"”.

b. Bestem et udtryk for Taylor polynomiet af tredje orden for
f med udviklingspunkt x = 0.

Taylor polynomiet for orden tre med udviklingspunkt z = 0 er givet ved:
1
Py(w) = F(0) + f'(0)x + S f"(z)2” + FP(0)a.

Vi skal altsa blot indszette 0 i de udtryk, vi fandt i opgave a:

Vi indsatter dette i fgrnaevnte udtryk:

1
P3($):1+Ox+§-2x2+0$3:1+x2.
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Opgave 12
En kurve i planen er givet ved

x(t) = sin(2t),
y(t) = cos(t)

for alle reelle tal ¢.

a. For hvilken positiv veerdi af parameteren ¢ gar kurven fgrste
gang gennem origo”?

For at y(t) = 0 skal ¢t = k- 7, hvor k er et ulige tal. Det forste ulige positive tal er
1, hvorfor vi kigger pa k = 1, hvilket betyder 7. Da

sin (g : 2) = sin(7) = 0,

er /2 altsa den veerdi, vi leder efter.

b. Hvad er kurvens krumning i origo?

Jeg geetter umiddelbart pa den er nul ud fra periodiciteten, men lad os differentiere
x og y 1 forhold til ¢ to gange:

2'(t) = 2cos(2t), 2"(t) = —4sin(2t), 3 (t) = —sin(t), 3" (t) = — cos(t).

Indseettes ¢ = 7 som var den t-vaerdi, der gav origo for vores kurve, fas:

/()2 G) =0 v (5) -1 7 () o
() () (G) v ()= 2000

sa er krumningen 0. Dette skyldes, at den ovennaevnte udregning svarer til teelleren
i krumningsformlen. Hvis talleren i en brgk er 0 - ja sa er det 0.

c. For hvilken veerdi af parameteren ¢ er farten lig med nul?

Ingen veerdier. Vi skal bruge leengden af hastighedsvektoren. Dette svarer til:

V' ()24 ()2 = \/4 cos?(2t) + sin®(t).

Det letteste for dig til eksamen, nar du har svarmuligheder, er at indsatte alle
svarmulighederne og na frem til, at 4 cos?(2t)+sin?(¢) ikke kan give 0 med de angivne
muligheder. En anden er at bruge den trigonometriske lighed

cos(20) = 1 — 2sin® 0.
Bruges denne i 4 cos?(2t) + sin’(t) fas:

4cos?(2t) +sin®(t) = 4(1 — 2sin®t)? + sin®(t) = 4(1 + 4sin*t — 4sin®t) + sin®¢
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Reduceres dette opnas:
16sin*t — 15sint + 4,
hvilket jo bliver ngdt til at vaere 0, hvis farten skal veere 0. Lad z = sin?¢, da bliver
ligningen:
162% — 152 +4 = 0.

Hvis vi finder diskriminanten til denne ligning fas:
D = (—15)*—4-16-4 = 15 — 16°.

Dette er MINDRE end nul! Det betyder altsa, at der skal en kompleks lgsning til for
at lgse dette andengradspolynomium. Sa z er et komplekst tal, men z = sin?t kan
ikke veere et komplekst tal, da ¢ tilhgrer de reelle tal. Altsa findes der ingen lgsninger
til andengradspolynomiet, og dermed heller ikke nogen mulighed for, at farten er 0.
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Opgave 13

Figuren nedenfor viser grafen for en funktion

r=f(0), 0<6<2m,

afbildet i polaere koordinater.

Hvilken af forskrifterne for f nedenfor svarer til figuren?
f(0) =sin(20) +1, f(0) =cos(@) —1, f(A) =sin(h) +1
f(0) = cos(0)sin(d), f(#) =sin*(0) —cos(d), f(0) =2 —sin(0).

Svar:

Forst aflaeses vinklen # = 0 til en radius pa 1. Vi ser nu, hvilket funktioner, der
matcher denne beskrivelse:

f(0)=sin(2-0)+1=1, f(0)=cos(0)—1=0, f(0)=sin(0)+1=1

f(0) = cos(0)sin(0) =0,  f(0) =sin*(0) — cos(0) = —1,  f(0) =2 —sin(0) = 2.

Der er altsa kun 2 funktioner, der opfylder dette kriterium. Jeg afleeser nu 0 = 7 til
at give veerdien 2. Vi indsetter i de to funktioner, der er tilbage:

f(g) :sin(2-g>+1:sin(7r)+1:1, f(%) :sin<g)+1:2.
Forskriften vi leder efter er altsa

f(0) =sin(0) + 1.
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