Besvarelser til Calculus
Ordinaer Eksamen - 14. Januar 2020

Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altséa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Opgave 1

En reel funktion er defineret ved

for reelle variable x og y.

a. Bestem definitionsmangden.

For definitionsmaengden skal man vide, hvilke vaerdier af y og z, der er tilladte. Det
kan dog oftest vaere lettere at spgrge sig selv: Hvornar er de ikke tilladte!

Det forste, vi ser, der kan ga galt, er, at vi maske kan komme til at dividere med
nul. Det ma vi ikke. Sa

Vy—22 408 y—1>#£0sy # 22

Opgaven introduceres endvidere med, at f er en reel funktion, samt x og y er reelle
variable. Derfor kan telleren, x, ikke vaere andet end et reelt tal. Vi skal derfor sgrge
for, at naevneren heller ikke kan veere andet end et reelt tal. Vi ved, at kvadratroden
af et reelt tal mindre end O giver et imaginaert tal! Dette giver betingelsen:

Vy—2>0ey—22>0sy > 22

Men fgrste argument sagde, at de ikke matte veere lig hinanden. Derfor er defini-

tionsmaengden for f:

y >’

b. Bestem niveaukurven f(z,y) = 0.

Vi betragter udtrykket:
x

——=0.

VY —a?

Vi ganger med \/y — x? pa begge sider og opnar:

z = 0.

flz,y) =

Altsa er x = 0, og fra opgave a har vi, at y > 22 = 02 = 0. Altsa er niveaukurven
givet ved:
r=0, y>0,

hvilket er den positive del af y-aksen.

INDHOLD 3



INDHOLD

Opgave 2

En parametrisk kurve i rummet er givet ved

L, V3,
r(t):<t, St 7t>

hvor parameteren ¢t gennemlgber alle de reelle tal.

a. Bestem kurvens hastighedsvektor.

Hastighedsvektoren opnas ved at differentiere r(¢):
vit)=r'(t) = <1, t2, \/§t>

3.0.1 b. Bestem kurvens accelerationsvektor for ¢t = —1.

Accelerationsvektoren opnas ved at differentiere hastighedsvektoren, v:
a(t) = v'(t) = <o, ot, \/§>
Vi indsaetter nu t = —1:

a(—1) = <0, 2. (~1), \/§> — <0, 2, \/§>

c. Bestem kurvens fart.

Dette gores ved at udregne laengden af hastighedsvektoren:

Iv(t)| = \/12 +(2)2 + (V2t)2 = V1 + th + 212

Nu skal vi bruge en kvadratsaetning. Nemlig at (a + b)? = a® + b? + 2ab. Pt. har vi
hgjre side i dette udtryk, og vi vil gerne opna den kvadrerede parentes pa venstre
side, da kvadratroden sa vil ’spise’ potensen.

Vi prever at sette a = t2. Dermed fas hgjre side til:
(132 + 0> + 2t%b = t* + b* + 2%,

Vi sammenligner nu med det, der star i kvadratroden, hvilket gores ved at satte de
to udtryk lig hinanden:

tH 402 +2t%h = 1 + t* + 2%
Traek nu t* fra pa begge sider:
b+ 262 = 1 + 242

Vi kan enten finde b ved at udregne det som en andengradsligning eller argumentere
kort for det. Jeg tager sidstnavnte. Venstre side siger, at der skal findes et dobbelt
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produkt, 2¢2b, som altsa indeholder 2. Men det ggr praecis 2t2. Sa vi kan prgve at
saette disse to led lig hinanden:

2t 287
S22 22

22 =22 = b

Men for at dette skal passe, s& skal b> = 1, da det er de to tilbageveerende led i
ligningen. Men hvis b = 1 s& er ogsa b*> = 1. Vi har altsa fundet

P+ 1=t +262 + 1.

Dermed har vi, at

vt | = VI+tt+222 = /(2 + 1)2 =>4 1.

d. Bestem kurvens leengde fra ¢t =0 til £ = 3.
Vi skal blot integrere kurvens fart fra t =0 til ¢t = 3:

3 3
1. 1. 1 .
/t2+1dt:{—t3+t} :(—33+3>—(—-05+0>:32+3:9+3:12.
0 3 o 3 3
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Opgave 3

Tre komplekse tal er givet ved

21:2—4i, 22:—3+i, 23:7T+7i.

a. Bestem realdelen af e'%.

Vi har for y € R, at € = cosy +isiny. Vi kan altsi lave folgende omskrivning ved
brug af potensregneregler og i> = —1:

i(m471) im+Ti2 =7 =7 im -7

iz — il =e =™ T = e = e (cosTHisinm) = e (—14+0i) = —e

(&

Realdelen er blot de led af hgjre siden, som ikke indeholder ¢. Det vil sige hele hgjre

side. S& realdelen er —e 7.

b. Bestem imaginserdelen af e'*.

Fra forrige opgave sa vi, at ¢/ = —e~" = —e~7 + 0i. Imaginaerdelen er alle de led,
der indeholder i (men uden at tage ¢ med). Det vil sige, at imaginaerdelen er 0.

c. Bestem z; — 2z pa polaer form.
Vi har, at
2— = (2—4i)— (—344) =2—4i+3—i=5—"5 =5(1—1i).

Jeg foretraekker den sidstnaevnte skrivemade, da dette blot svarer til en skalering pa
5. Sa jeg skal blot lave mine udregninger for 1 — ¢ og gange leengden med 5. Forst
bestemmes modulus ('leengden’) af z; — z5. Husk, at for z = a + ib er modulus givet

ved |z| = Va? + b%:
li+1] =124+ (=12 =VI+1=V2

’Zl - Zg| == 5\/5

Modulus her ligger under samme regler som laengder af vektorer, hvilket jeg beskriver
i mine noter ’Matematisk takt og tone’. Nu mangler vi blot argumentet (vinklen).
Argumentet 6 er givet ved det 0, som opfylder cosf = % og sinf = %, hvor
z = a+ 1b. I vores tilfaelde kigger vi pa ¢ — 1, da vi far samme vinkel far komplekse
tal, hvor forholdet mellem realdelen og imaginardelen er ens (sa uanset skalering,

om den er 1, 5, pi eller 123.43543). Altsa

Og dermed er

cosezizﬁéez 4
V2 o2 ~z
1 2 -z
sin@:—zizsez{&f
V2 o2 T

Da det kun er i —x/4, der gar igen i begge, er § = —7/4. I og med at modulus er
|21 — 25| = 5v/2 og argumentet er § = —7 /4, fas:

s

21— 29 = |21 — 29)e® = 5v2e7'%.
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Opgave 4

En homogen anden ordens differentialligning er givet ved

y" — 3y — 10y = 0.

a. Bestem den fuldstaendige lgsning.
Vi betragter fgrst den karakteristiske ligning:
r* —3r —10 = 0.
Denne lgses nu for r. Diskriminanten er givet ved
D= (-3?—=4-1-(-10) =9+40 =49 = 7°.

Dermed fas

r =
2-1 2 —2.

—(—3)iﬁ:3i7:{5

Da D > 0 er lgsningen pa formen y(t) = cie™! + cpe™!, hvilket betyder, at den
fuldstaendige lgsning bliver:

y(t) = cr1e® + coe™ .

b. Bestem den partikulzere lgsning x,(¢) til den inhomogene
differentialligning

2"(t) — 32/ (t) — 10z (¢t) = 20¢.

Vi gaetter pa, at den partikulaere lpsning er pa formen xz,(t) = At + B. Dermed er
z(t) = A, x,(t)=0.
Indsaettes disse i differentialligningen fas:
0—3-A—10(At+ B) =3A — 10At — 10B = 20¢t.
Grupperer vi i led, der indeholder t og dem, der ikke ggr, far vi:
(—10A)t + (3A — 10B) = 20t + 0.

Jeg smed et 40 pa for at lette forstaelsen. Vi kan nu se, at t-ledene skal veere
ekvivalente, og dem uden t skal vaere sekvivalente. Altsa

—10At =20t, 3A—-10B=0.
Kigger vi pa forste ligning fas:

20t
—10At:20<:)A:TOt:—
Smider vi denne veerdi for A ind i anden ligning fas:
3A—1OB:3~(—2)—1OB:—6—1OB:0<:>—1OB:6<:>B:—%:%.
Den partikulaere lgsning bliver da
() = At + B = —2t+§= g — 2.
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c. Bestem lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet

2"(t) — 3'(t) — 10x(t) = 20t, z(0) ==, 2'(0) = 10.

Kombineres opgave a og b findes z(t):
5t —2t 3
o(t) = y(t) + 2p(t) = cre” + e =2+ 2.
Seettes t = 0 fas

3 3 3 8
:E(O):cle5'0+026_2t—2-0+g:cl-l+02-1+5:cl+02+5:5

pa grund af begyndelsesbetingelsen z(0) = 8/5. Dette kan omskrives til

n 8 3 8—=3 5 1 1
PP 50 5 5 ' ?

Differentieres x(t) fas:
7' (t) = 5epe™ — 2cpe7H — 2.

Begyndelsesbetingelsen giver da, at
2'(0) = 5c1€”0 — 2cpe7?Y —2="5¢; -1 —2¢y- 1 —2 = 5¢; — 2¢5 — 2 = 10.

Vi ved, at ¢; = 1 — ¢y, hvilket vi sa kan indsaette i ovenstaende:
7
5(1—02)—262—2 =5—bcy—200—2=—-Tc+3=10 —Teo =7 ¢y = —? =—1.

Men sa bliver c¢;:
01:1—02:1—(—1):1+1:2

Lgsningen bliver altsa:

3
w(t) = 2™ — e 2 — 2t + R
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Opgave 5

Bestem om fglgende udsagn er sandt eller falsk:

a. For funktionen f(x,y) = cos?(e**¥) gaelder, at f,, = fy..

Kort svar: Ja, da det er en kontinuert funktion (f er kompositioner af kontinuerte
funktioner, hvorfor f ogsé er kontinuert), der er defineret pa en adben disk (hele R?
i dette tilfaelde).

Langt svar: Du kan prgve at differentiere fgrst i forhold til x og sa differentiere denne
i forhold til y. Derefter kan du gore det i omvendt raekkefolge, og konkludere, at de
afledede er &kvivalente. Jeg orker ikke at ggre det.

s —1l7oi (5 _ 5
b. sin™ (sin(%)) = 7.
Vi ved, at sin™! har kodomeenet [—7/2, 7/2]. Sa det er kun sandt, hvis 57/2 ligger
i dette omrade. Men
T_r 4r_om
2 2 2 2

Altsa kan sin™! ikke returnere 57”, da dette er uden for kodomeaenet.

o eim+€—ix
c. cos(r) = “F—
Ja, det er en decideret formel, I bor kende (evt. sla op i en formelsamling). Ellers

kig pa identiteten €™ = cos(x) + i sin(x):

e’ +e " cos(x) +isin(x) 4 cos(—x) + isin(—x)

2 2

Vi ved ogsa, at sin(—y) = —sin(y) samt cos(y) = cos(—y). Derfor fas:

cos(x) + isin(x) + cos(—z) + i sin(—x) _ cos(x) + isin(x) + cos(z) — isin(x) _ 2 cos(x) — cos(x)
2 2 2 |

d. ¥/ = = + 2y er en separabel differentialligning.

En differentialligning er separabel, hvis den kan skrives pa formen v'(z,y) = p(z) -
g(y). Altsa som et produkt mellem en funktion af  og en funktion af y. Det kan vi
ikke, da z og y er lagt sammen, og ikke indgar i samme led.
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Opgave 6

Lad R veere omradet i planen givet ved alle punkter indenfor og pa trekanten med
hjgrnepunkterne (—1,0), (—1,1), (1,0) og lad f veere en funktion defineret pa R
givet ved f(x,y) = xy.

a. Bestem et par af uligheder, der beskriver koordinater i R.

Lad os se pa hjgrnevaerdierne for x i fgrste omgang. De er —1, —1 og 1. Altsa —1 og
1 udggr yderpunkterne for xz-koordinatet. Sa vi siger:

-1 <z <1

Det er nok bedst at tegne trekanten forst. Men jeg kan se, at der gar en ’skra linje’
(hypotenusen) fra (—1,1) til (1,0). Vi bruger udtrykket y = £=2 (2 — 20) + yo
til at finde den rette linje mellem de to punkter. Jeg lader her (zo,v0) = (1,0) og
(z1,91) = (=L, 1).

1-0 1 1 1 1
D4 0=—(r-1)=—(z—1)= 22+ =
_1_1(33 )+ _2(:1: ) 2(9: ) 23:4—2

y =
Denne linje er den gvre graense (tegn punkterne og linjerne og se selv). Altsa er

y < —%a: + % Vi mangler blot at sige, hvad den nedre graense er. Men den mindste
y-veerdier er 0. Derfor har vi:

1 1
“l<e<l, 0<y<-—grtg.

b. Opstil dobbeltintegralet [ [, f(z,y)dA.

Det inderste integrale er i forhold til y, da denne afhzenger af x (hvorfor z skal
integreres til sidst). Det inderste integral er da:

—L(a—1)
/ f(z,y)dy.
0

Smaekker vi det yderste integral pa, opnar vi:

1 p—3(z-1)
/ / F(.y) dy dz.
—-1J0

Indsaettes f(z,y) = vy far vi:
1 p—1(z-1)
/ / xy dy dx.
-1Jo

Da z ikke athanger af y, kan vi tage x uden for det inderste integral:
1 —3(z-1)
/ x / ydydz.
-1 Jo
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c. Find vaerdien af integralet i opgave b.

I nedenstaende flytter jeg konstanter ud af integralerne for at ggre udregningerne

mere simple.

—

==

/
/.
/
/

—

1

= Ex‘l—%%:ﬁ—gz?’}l

1, 1, 2 1
- ((1”5'1‘3'1)‘(4

1 1 2 1 1 2
()63
1/1 1 1 1 2 2
- (z—ﬁ““g—g)

/\/T\
| =~ Wl b

W

=
1NN}
Wik ¢,
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Opgave 7

Et omrade R i planen bestar af alle punkterne mmed koordinater (x, y), som opfylder
uligheder 2% + y? < 2 og y > 0. Funktionen f er defineret pa R og givet ved
fay) = e 5500,

a. Beskriv omradet R.

Af 22 4+ y? < 2 kan vi se, at den gverste greense er 22 + y? = 2. Men dette svarer til
cirklens ligning % + y* = r2, som er en cirkel med centrum i origo, (0,0), og radius
r. Altsa er radius

rP=2ar=2

At y > 0 forteeller, at cirklen kun ma veere i det positive halvplan og ikke det
negative. Men sa bliver cirklen pludseligt ogsa en halvcirkel, da den har centrum i
origo. Altsa har vi med en gvre halvcirkel med radius /2 og centrum i origo.

b. Bestem de indre kritiske punkter for f(z,y).
Vi finder f, og f,. Vi far ved brug af kaedereglen:

folw,y) = (<200 ) f(a,y) = (~2g)e )

Husk keedereglen siger den indre funktion, — (2% + y?), differentieret[[] Dette ganges
dernaest pa den ydre funktion e* differentieret i forhold til z. Bemeaerk, at z er en
‘stedfortraeder’ for den indre funktion.

Indre kritiske punkter findes nu ved at finde de punkter, der opfylder bade f.(z,y) =
0 og fy(z,y) = 0: .

fuley) = (~20)e" )
Funktionen, e*, kan aldrig blive 0, derfor kan e~ (@*+v) feller ikke blive 0. Altsa skal
er det kun den anden faktor, der kan sgrge for, at f, bliver nul. Altsa

2r =02 =0.

Samme argument bruges om y og f,. Sa x skal bare vaere 0 for den ene ligning, og
y skal bare vaere 0 for den anden ligning. Altsa er det eneste kritiske punkt (0, 0).

MEN (0,0) er ikke et INDRE punkt, uanset om det er kritisk eller ej. Det ligger pa
randen, da linjen y = 0 udggr den nedre rand for halvcirklen. Randpunkter er ikke
indre punkter! Altsa er der ingen indre kritiske punkter. Vi ved til gengeeld ikke, om
der er andre kritiske punkter PA randen.

c. Hvad er den minimale veerdi af f p4 R?

Vi er heldige i vores situation, da vi ved, at 22+ y? maksimalt kan veere 2. Derudover
sa minimeres e_(””2+y2), nar z2 + y* maksimeres (eftersom der er et minus foran i
potensen). Da 22 + 4® er maksimalt 2, sa er e~@**¥") minimal, nar 22 + 3% = 2,
hvorfor 2 er den mindste veerdi.

!Gang minus ind i parentesen for at undgé forvirring. Hvis vi differentierer i forhold til x, s&
betragtes y som en konstant.
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Opgave 8
En flade F i rummet er bestemt ved ligningen F'(x,y, z) = 0, hvor
F(z,y,z) = sin(rayz>/?).

a. Bestem gradientvektoren VF(P) i punktet P = (—1,—1,1).
Gradientvektoren er F' givet ved

VF(z,y,2) = [Fo(x,y,2), Fy(z,y,2), F.(z,y,2)].
Vi differentierer altsa ved brug af kaedereglen og far:

Fu(,y,2) = (my2*?) - cos(mayz""?),

hvor (myz*?) er den indre funktion differentieret, og cos(-) er den ydre funktion
differentieret. Tilsvarende far vi for F}, og F:

3
Ey(x,y,2) = (m22%?) - cos(mayz®?),  F.(z,y,z2) = (msy§zl/z) - cos(mayz>?)

Vi indszetter nu punktet P i de 3 funktioner:
F(P)=(m-(=1)-1%%) -cos(r- (~1) - (=1) - 1**) = =7 - cos(m) = —7- (1) =7
Ey(P) = (- (1) 1) cos(m - (1) - (1) - 1) = =7 -cos(m) = = (~1) =7
Fy(P) = (m:(=1) (=) 512} cos(m:(~1)-(~1):1%) = Srcos(m) = 5m(~1) = 5.

Derfor fas gradientvektoren i punktet P:

VE(P) = {ﬂ, , —gw].

b. Bestem en ligning til tangentplanen til F i punktet P =
(—1,—-1,1).

Tangentplanet i et punkt P er givet ved:

r— P,
VE(P)- |y—P,| =0,
z— P,

eller skrevet pa en anden made:
Fy(P)- (v — P) + F,(P) - (y— P) + F5(P) - (2 — P,) = 0.
Vi far altsa tangentplanets ligning til:

(e — (=1) + 7y — (1)) gﬂz )=l l) £y 1) — ;w(z _1=o.
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For at gore ligningen lidt paenere, ganger vi med 2 pa begge sider. Og ligeledes
dividerer vi med 7, da dette fremtraeder i alle led (bortset fra nul pa den hgjre side,
men principielt kan vi skrive 0 = O7):

2@+ 1) +2(y+1)—3(z—1)=0
Vi ganger nu ind i parenteserne:
20424+2y+2—-32+4+3=20+2y —32+7=0
Laegger vi 3z til pa begge sider far vi ligningen:
3z =2x+2y+7,

hvilket nok er den paneste ligning.

c. Bestem den partielle afledede % i punktet P = (—1,—-1,1).

Vi har som fglge af implicitfunktionsseetningen, at

0z F.(P)
Z(P) = —
8x( ) F.(P)’
hvilket giver os:
0z ™ 2
8x< ) -7 3

NOTE: Hvis du ikke helt forstar brgkrokeringen, sa er denne udregning maske bedre:

s —T T 27 2
T3, T T3 T 3 T 37 3
ST 5 5 3 3
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Opgave 9

Lad funktionen f veere givet ved

f(x,y) = vVa? +y?

for alle reelle tal x og y. Lad R vaere omradet i planen bestaende af alle punkter
(x,y), som opfylder uligheden z? + y? < 1.

a. Er det sandt, at Vf(0,0) = [0, 0]?

Det vides, at Vf(P) = [f.(P), f,(P)]. Vifinder f, og f, ved brug af keedereglen.
Jeg kan dog bedst lide at omskrive rodder til potenser, sa f(z,y) = /22 +y?> =

1
(22 4+ 4?)%. (Dermed er den ydre funktion 22, hvilket er sjovere at differentiere end

kvadratrgdder. Synes jeg.)

X

fo(z,y) =22 - % (x2 + y2)—% _

Tilsvarende for y:

¥y

Vi har altsd /22 4 y? i naevneren af en brek. Indsattes punktet (0,0), dividerer
du pludseligt med 0. Det mas (tohg) man ikke, og derfor er V f(0,0) ikke defineret.
Hvilket ogsa betyder, at det ikke er sandt.

1 1
folzy) =2y -5 (®+y?) %=

b. Er det sandt, at [ [, f(z,y)dA > 2.

Det er sandt. Det er hurtigt at se, hvis vi kigger pa poleere koordinater. Vi har, at R
er punkterne i og pa enhedscirklen. Derfor er 0 < r <1 og 0 < 6 < 27. Derudover,
da 2®+y? = r2, har vi, at f(6,r) = V72 = r. Det betyder, at den polzare integration
bliver:

1 2 1 2m 1
//f(x,y)dA:/ / r-rd@dr:/ / r2d9dr:/ 212 df dr.
R o Jo o Jo 0

Endvidere fordi 27 er en konstant, kan vi saette det uden for integralet:

! ! 1 .]" 1 1 1
/ 27T7"2d0dr:27r/ r2df dr = 27 {—r:)’] :27T(—~13——-03):27T-—.
0 0 3 1, 3 3 3

Okay, sa vi ved (det burde vi i hvert fald fra folkeskolen, 7 ~ 3.14), at ™ > ﬂ Derfor

har vi, at
1 1
//f(m,y)dA:27r~—22~3—:2.
o 3 3

2Nogle bliver forvirret over m > 3, men husk, at det bare betyder, at 7 er 3 eller stgrre, hvilket
altid er sandt.
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c. Bestem den retningsafledede D, f(P) i punktet P = (1/2,v/2)
og retning givet ved enhedsvektoren u = [\/75, */75}

Vi skal finde:
Duf(P)=V[(P)-u,

hvorfor opgave a giver os:

Duf(P): 2\/§ 2 2\/§ 2
V2 +V2T V2 V2

Nu prikker vi blot de to vektorer:

v2ovZl o (V2 V2
VZARVZ| A AR B

[
%

| I
R
O

Duf(P) -

SEN

—

—
S

S el
[\ [\
1
—_ =
—_

I
[\)
[\]
'
M
—

—_ =
| IS |

(1-1+1-1)

I
N

Ll NN TN I V)

d. Bestem den partielle afledede f,,.

Jeg stjeeler fglgende fra opgave a:

_1
folz,y) =2 (2* +y*) *
Vi differentierer denne i forhold til y med kaedereglen og far da:

-3 2 2>—% —xy

=—xyl(x”+y ——
( VP

fay(,y) = - (—%Qy) («* +7)
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Opgave 10

En funktion er givet ved

for alle reelle tal z > 0.

a. Bestem den dobbelt afledede af f.

Jeg omskriver

21
f(z) = n(x) =2In(x) -2
x
Da (In(z)) =1 =2~ og (¢7!) = —a~2 = —, far vi med produktreglen, at:

= (2—2In(x)) 272

2 2 2 2

f/(m)ZQ'%'i-I—an(w)-( 1)_ 2 21n(a:):2—21n(3:)

Differentieres =2 fas —2x~3. Produktreglen ggr, at vi kan genbruge tidligere udreg-
ninger:

2 4 —4In(x) 2 4ln(x)—4:4ln(x)—6

[ () = (—g)-%ﬂz —2In(z))-(—207%) = —— -~ = 2

x 3 3 3 3 3

b. Bestem anden ordens Taylor polynomiet for f med udvik-
lingspunktet a = 1.

Taylor polynomiet af orden 2 omkring a er givet ved:
1
Py(x) = f(a) + f(a)(x = a) + 5 " (a)(w — a)”.

Vi husker, at In(1) = 0:

~ 2In(1)
1

2-2In(1)  2-0 _ 4In(1)—6  0—6
- : _ _

f(1) =0, f'(1)

Dermed er

1
Py(x) = 0+2(9§—1)—§-6(x—1)2 = 20—-2-3(2*+1-21) = 20—2—32*—3+62 = —32*+82—5.

INDHOLD 17
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Opgave 11

En kurve i planen er givet ved

for alle reelle tal ¢ > 0.

a. Bestem den mindste vaerdi af parameteren ¢, hvor kurven
gar gennem punktet (—1,0).

Vi har, at cos(t) = —1, nar t er m, 3m,...,(2k+ 1)7, hvor k£ € N. Tilsvarende ved vi,
at sin(t) = 0, nar t er 0, 7,27, ..., kr. Altsa er den mindste veerdi af ¢, som opfylder
begge, 7.

b. Hvad er veerdien af krumningen, nir ¢ = 77
Vi finder forst de afledede og dobbelt afledede:

2'(t) = —sin(t), 2"(t) = —cos(t), ' (t)=2cos(2t), y"(t)=—2sin(2t).
Krumningen er givet ved:

2'(0) -y () = " () -y ()]
VEO+ G072

Jeg fokuserer forst pa teelleren (hvis vi er heldige, den er nul, sa slipper vi for en
masse skrivearbejde).

|—sin (g><—2 sin (2 : g»—(— cos (g)) (2(:08 (2 : g)) | =|=1:(=2-0)+0(2(~1))| =0

Fordi teelleren er 0, sa er hele brgken 0. - MEEEEEEN vi skal lige sikre os, at
nevneren ikke er nul. Sa vi skal have mindst en af folgende kriterier opfyldt: 2'(¢) # 0

eller y/(t) # 0. Vi tjekker:
(T i
x (—) = —sin <—> = -1
2 2

Vi behgver ikke udregne y/(7/2), da vi allerede nu ved, at naevneren ikke er 0. Derfor
ved vi, at krumningen er 0.

c. Hvad er kurvens krumning i punktet (—1,0).

Punktet (—1,0) svarer til ¢t = 7. Vi bruger samme metode som for:
2'(r) = —sin(r) =0, 2"(r) = —cos(r) =1, y'(7) =2cos(27) =2, y'(7) = —2sin(27) = 0.

0-0-1-2 2 1 1

0)2 + (2)23 2322 4

INDHOLD 18
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Opgave 12

Betragt fglgende forste ordens differentialligning

Y (@) +ye) =~

for alle z > 0.

a. Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen.

Vi har, at
Y (x) + p(x)y = g(x),

hvor p(x) = % og g(x) = —x?. Losningen er givet ved

o) = ([ wtogterao - ).

hvor p(z) = e/ 7@ Vi udregner forst pu(z):
M(Z’) _ efp(x)dx _ ef%dx _ 6ln(:(:) - .

Dermed er

_]' 2 _1 3 _1 14 i 13 1
y(x)x(/x(x)d:c—l—c)x/ xdxx( i +c> 28 e

b. Bestem lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet

V(@) + () =~ y(1) =3

Vi indsatter i vores fuldstaendige lgsning:

1) - RS SN B
W=7y ‘A1 T %
Altsa er
1,121 3
S S e L

Lgsningen er da

INDHOLD
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