Besvarelser til Calculus
Ordinger Eksamen - 12. Juni 2017

Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altséa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Opgave 1

En kurve i planen er givet ved
r=c¢
y=Int,

hvor parameteren ¢ gennemlgber de positive reelle tal.

a. For hvilken parameter ¢ gar kurven gennem punktet P =
(e,0)?7

Tager vi logaritmen pa begge sider af z = €', far vi, at t = Inx. Vi ved fra punktet
P, at x = e, hvorfor vi indsatter dette og far:

t=Ine=1.

Nu har vi altsa fundet vaerdien. Jeg tjekker dog blot lige, om denne t-vaerdi opfylder,
at y = 0 jeevnfer punktet P. Vi indsaetter i y = Int og far:

hvilket altsa betyder, at ¢t = 1 for kurven giver punktet P.

b. Hvad er kurvens hastighedsvektor i P?
Vi skal blot differentiere = og y i forhold til ¢ og seette ¢ = 1. Vi har:

Dermed er

c. Hvilket udtryk for kurvens krumning, kan man opna?

Vi har formlen R 1ol o
2y =y aY -y

(@@ )
Vi kender allerede 2z og ¢/, sa vi kan prgve at udregne naevneren til ¢ = 1 (punktet
P):

3
VEOP+ WP = Ve T = Ve Tt
For at udregne teelleren skal vi bruge z” og v”, hvorfor vi differentierer 2’ og /'

1
iC//(t> — €t, y//(t) — _t_2’
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hvorfor vi har:

1
(1) =e' =e, ¢'(1)= T —1.
Indsaetter vi det 1 naevneren fas:
12" (1)y" (1) =y (2" (1) = e (=1) =1-e| = | —e—e] = | — 2e| = 2e.

Altsa bliver udtrykket for x i punktet P:

2e

K(P) = —.
e? + 13
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Opgave 2
Funktionen f er defineret ved
f(z,y) = 2%V,
Den bestemmer en flade ved z = f(x,y), som indeholder punktet P = (1, —1,¢).

a. Tangentplanen for fladen i punktet P er bestemt ved en eller
flere af ligningerne. Hvilke(n)?

Tangentplanens ligning er givet ved
2= P = fo(Pe, By) - (v — Po) + fy(Po, By) - (y — Py).

Lad os fgrst udregne f, og f,. Vi far:

[
DO
®

—

l
[\
@
w
—

fo(z,y) = 2267 = fuo(Pp, P)=2-1- e~ (=1
fy(z,y) = T (—1)e™ = f,(P,P,) = 12 (—1)6_(_1) =1- (—1)61 =—e (3.2)
Vi har altsa:
z—e=2(r—1)—e(y+1).

Altsa er forste mulighed et facit. Vi kan se, at anden mulighed (laeser sgjlevist) ikke
kan vaere muligt, da haldningen ganget pa x kun svarer til 2 og ikke 2e. Lad os nu
betragte —e(y + 1) = —ey — e leegger vi 2e til pa begge sider af

z—e=2(x—1)—e(ly+1)=2e(x—1) —ey —e,
far vi
zte=z—e+2e=2¢(r—1)—ey—e+2e=2e(x—1)—ey+e=2e(x—1)—e(y—1),

hvilket betyder, at tredje mulighed ogsa er et svar. I mulighed 4 mangler der simpelt-
hen en y-koordinat i ligningen, hvorfor denne ikke kan veere et svar. Ved mulighed
5 saetter vi e uden for parentes og far:

z—e=2(z—1)—cely+1) &
z=2(z—1)—ely+1l)+e=ez—-1)—(y+1)+1)=e(2x—2—-y—1+1)
=e(2r —y—2),

hvilket altsa ogsa er et svar. Slutteligt ser vi, at mulighed 6 kun har divideret med e
pé hgjre side og ikke venstre side i forhold til mulighed 5 (som var et svar), hvilket
ikke er en gyldig omskrivning. Derfor er mulighed 6 ikke et svar.

Hvilket udtryk har den anden ordens partielle afledede f,,(z,y)?

Vi differentierer blot f, i forhold til y eller differentierer f, i forhold til z. Jeg veelger
sidstneevnte:

Jay(,y) = 68_:15 (—a*e™¥) = —2zeV.
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Opgave 3
En kurve i rummet er givet ved
x = In(t),
y = V2,
1
z = —t2,
2

hvor parameteren ¢t gennemlgber de positive reelle tal.

a. Bestem det korrekte udtryk for farten v(t).

Farten v(t) er givet ved

Vi indsaetter:

v(t):\/<%>2+\/§2+t2:,/t12+2+t2.

Hvis vi nu betragter det inden i kvadratroden, sa kunne det godt ligne, at vi kunne
bruge en kvadratsaetning, da 1/t -t = 1, hvorfor det dobbelte produkt af de to altsa
ma veere 2. Vi har:

1 [/1 S|

b. Hvad er buelaengden af kurven fra ¢t =1 til { = ¢e?

Vi skal blot integrere fart-funktionen fra ¢t = 1 til ¢ = e. Vi har:
‘1 1,]°
—+tdt = |In(t) + =t?

= (ln(e) + %eQ) - (ln(l) + %12>

1 1
=14 2=
T3¢ )
1 1,
—5‘1‘56
1 2
= 1
S+ 1)
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Opgave 4

En funktion er defineret ved
fz) = sin(2?)

for en reel parameter z.

a. Hvad er differentialkvotienten f'(z)?

Vi skal bruge kaedereglen. Den indre funktion, 22, differentieret - ganget pa den ydre
funktion, sin(u) differentieret, i forhold til u, hvor u = z2. Vi har:

f(z) = (x2), - (sin(u))" = 22 - cos(u) = 2z cos(z?)

b. Bestem anden ordens Taylor polynomiet for funktionen f
med udviklingspunkt z = 0.

Et anden ordens Taylor polynomium er givet ved:

Pyfa) = (o) + /(@) (& = w0) + 5" (w0)(z = w0)"

Vi har, at o = 0, hvilket giver:

1
Py(x) = f(0) + f(0) -z + §f”(0) 22,
Vi kender allerede f og f" og far ved at sette x = 0:
f(0) =sin(0?) =sin0=0, f(0)=2-0-cos0?=0.

Det vil sige, at fgrste og andet led i polynomiet er ubetydelige, og udtrykket bliver
i stedet:

Py(z)=0+0 -2+ %f”(()) = %f”(O) o

Vi finder nu den dobbelt afledede ved at bruge bade produktreglen og keedereglen:
f(x) = (2 cos(a?))’

= 2z (cos x2)/ + (27) cos 2®
=21 - 27 - (—sinz?) + 2 cos 2>

= —42%sin(2?) + 2 cos(x?).
Vi sztter x = 0 og far:
f"(0) = —4-0%sin(0?) 4+ 2 cos(0%) = 2cos 0 = 2.

Dermed bliver
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Opgave 5

Et komplekst tal er givet ved z = 1 + /3i.

Hvad er z (z konjugeret) skrevet pa polser form?

Forst og fremmest er Z = 1 —+/3i, da kun imaginserdelen skifter fortegn. Vi udregner

forst modulus:
2 =V12 4 V3 =Vit3=Vi=2

Det vil sige, at vi kan fjerne alle svarmuligheder, hvor 2 ikke er foran e. Da |z]e? =
|2| (cos @ + isin B), skal vi blot finde det 6, sadan at cos = 1/2 og sinf = —/3. Ved
at huske eller sla op pa en liste over sinus- og cosinus-vaerdier ses det, at § = 57/3
eller alternativt:

3 3 3 3

b. Hvad er 2° skrevet pa standard form?

Vi husker regnereglerne cos(—x) = cosx og sin(—x) = —sin(z). Disse betyder, at
vi blot kan smide en negativt fortegn pa 6 i opgaven fra for for at opna den polare
form for 2z (og altsa ikke Z). Vi har for z:

s}

z = 267(%) =2e3.

Hvilket vil sige, at vi blot kan bruge potens-regneregler for at udregne z*:

s 3 i .
2 = <26?> = 2% % = 8¢™ = 8(cos(m) +isin(n)) = 8 (—1 4+ 0i) = —8.

Note: Hvis man forstar metoden, er denne langt hurtigere end at gange parenteserne

(1+/31)(1 + v/3i)(1 + v/3i) sammen.
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Opgave 6

Et komplekst tal z kaldes rent imagincer, hvis det ligger pa den imaginaere akse, dvs.
hvis det er pa formen z = iy for et reelt tal y.

a. For nogle komplekse tal z gzelder det, at z? er rent imaginzer.
Hvilke af svarmulighederne beskriver netop alle disse tal?

Jeg elsker de her opgaver, de gor mig glad - sa I far to metoder til at lgse dem pa.

Metode 1 - Udelukkelsesmetoden

z rent imagineer: Vi vaelger blot z = i og ser, at 22 = i> = —1, hvilket ikke er et rent
imaginaert tal. Derfor er det ikke alle rene imagineere tal, der opfylder dette, hvorfor
svarmuligheden er falsk.

Alle komplekse tal: Denne folger direkte af den forrige, da alle imaginzaere og reelle
tal er komplekse tal. Det gaelder ikke for i, sa det geelder ikke for alle komplekse tal.
Vi kunne ogsa have sagt 12 = 1, hvilket heller ikke er rent imaginzert.

z pa formen x(1 + i), x reel: Vi prover:
2= (z(141)? =22(1410)? = 22(12 + 2 + 20) = 22(1 — 1 + 20) = 242

Da z er reel, sa vil 2% ogsi vaere reel. Derfor vil hele udtrykket 2iz? altid veere
imagineert. Spergsmalet er bare, om dette beskriver hele maengden.

z = x(1 — i), = reel: Denne er egentlig blevet udelukket af forrige svarmulig-
hed, da (1 — i) ikke indeholder maengden (1 + 7). Dog hvis x(1 — i) ogsa er en
lgsningsmeengde, sa er z(1 + i) ogsa en utilstraekkelig svarmulighed. Vi ser:

2= (x(1—1)? =221 —i)? = 2212 +i* — 20) = 2%(1 — 1 — 2i) = —2ix?,

hvilket ogsa er rent imagineert, hvorfor z = x(1 4 4) ogsa er en utilstraekkelig svar-
mulighed.

z = x(1+£4d),z > 0: Vi ser, at denne restringerer x vaerdierne til z > 0. Men
eftersom vi har set, at
22 = (x(1+1))%) + 2ia?,

hvor z er reel, og 2% derfor ogsa er reel, si kan vi tillade alle de reelle veerdier af x,
vi har lyst til. Derfor er svaret z = z(1 + 1), 2 > 0.

Metode 2 - Bevis

Lad x,y € R, og lad z = x + 1y. Sa sgger vi de komplekse tal z, der opfylder, at
2% = ic, hvor ¢ € R. Vi har:

22 = (v +iy)? = 2 + i%y* + 2y = 2* — y* + 2ixy.
Da 22 skal veere lig ic, har vi:

2 —y? 4 2ixy = ic.
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Da z og y er reelle, og det yderligere ses, at hgjresiden kun indeholder et imaginaert
led, sa ma 2% — y? = 0, da disse to led ikke kan pavirke de imagineere led. Vi har:

Py =0y =2y =+
Men dette udtryk for y kan vi indsaette i z = x + iy:
z=x+iy=x+i(tx) =z tir=xz(1L1).

Hvor z blot skal vaere reelt. Vi har nu fundet svaret.

b. For nogle komplekse tal z geelder det, at 2z er reel. Hvilke
af svarmulighederne beskriver netop alle disse tal?

Dette geelder for alle komplekse tal, hvilket skulle vaere en kendt resultat for alle.
Beviset gar dog saledes: Lad z = z + iy, hvor x og y er reelle, sa er 2 = = — 7y.
Dermed er:

22 = (z+iy)(e —iy) = 2° —?y* = 2° + 3,

hvilket ogsa er reelt.

Note: zZ svarer faktisk til modulus af z2. Vi har:
2
|2 = Va2 + 9?2 =a2? + 9 = 2%

c. For nogle komplekse tal z geelder det, at = er reel. Hvilke af
svarmulighederne beskriver netop alle disse tal?

ISE RN

Vi ved, at man ikke ma dividere med 0, hvilket kun er svarmulighed 1, der udelukker.
Men hvis vi lige skal gribe det lidt mere besveerligt an:

Lad os omskrive brgken ved at forleenge den med Z:

zz 7z

2z 2z

Vi ved fra forrige opgave, at naevneren er reel. Det vil sige, at vi reelt blot kan se
bort fra denne. Vi betragter altsa kun teelleren. Lad z = z 4 1y, sa er

72 = (x +iy)? = 2 + %y + 2ixy = 2 — y* + 2ixy.

Vi skal have, at dette er reelt, men det er det kun, hvis 2izy = 0. Dette er kun
opfyldt, hvis x = 0 og/eller y = 0. Hvilket betyder, at z ma vzere et reelt tal eller
rent imaginaert. 0 er dog stadig udelukket, da vi ikke ma have, at z = y = 0, eftersom
man ikke kan dividere med 0.
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Opgave 7

En homogen anden ordens differentialligning er givet ved

y" — 4y + 8y = 0.

a. Find den fuldstaendige lgsning til differentialligningen.

Note: Selve opgaveformuleringen i eksamensscettet kan faktisk misforstas, da der star
"Markér DET udtryk, som udgor den fuldstendige losning til differentialligningen.
stedet for "DE(T)", hvorfor man kan tro, der kun er ét svar. En uheldig formulering.

Vi lgser det karakteristiske polynomium r? — 4r + 8 = 0. Vi finder forst diskri-
minanten:

D= (-4)?—-4-1-8=16—32= —16 = (4i)?,

hvorfor vi far lgsningerne:

—(—4) (47)? _ 4+ (4i)
2-1 2

=2+ 2.

r=
Komplekse rgdder pa formen r = a + bi giver den generelle fuldstaendige lgsning:
y(t) = cre™ cos(bt) + coe™ sin(bt),
hvilket i vores tilfeelde giver:
y(t) = cre* cos(2t) + cpe® sin(2t).
Vi kan dog ogsa vaelge roden med den negative imaginar-del:
y(t) = cre* cos(—2t) + cye® sin(—2t).

Da cosf = cos(—#) sker der ingen aendring ved cosinus-delen. Vi har ydermere, at
sin(—0) = —sin(#), hvilket egentligt blot betyder, at konstanten ¢, vil skifte fortegn
atheengig af, hvilken fuldsteendig lgsning, der veelges.

b. Hvilken funktion lgser begyndelsesbetingelserne y(0) = 2,4/(0) =
67
Standardmetoden:
Hvis betragter y(0) i forhold til en af vores fundne lgsninger i a.
y(0) = c1e?%cos(2-0) + c2e*sin(2-0) = c1e® + ¢y - 0 =¢; = 2.

Vi har altsa:
y(t) = 2e* cos(2t) + cpe? sin(2t).

Differentieres denne fas:

Y (t) = 2-2e* cos(2t) + 2 - (—2)e* sin(2t) + ¢y - 2€* sin(2t) + ¢y - 2 cos(2t).
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Indsaettes t = 0:

y'(0) =2-2e*%cos(2-0) +2-(—2)e*%sin(2 - 0) + 3 - 2e*Vsin(2 - 0) + ¢5 - 2e*C cos(2 - 0)
= 4¢" cos(0) — 4€° sin(0) + 2c€” sin(0) 4 2¢2¢” cos(0)

=4 + 2cy¢” cos(0)
I4—|—2€2
=6=
6-4 2
PR
2 2

Den lgsningen, der opfylder disse betingelser er altsa:
y(t) = 2e* cos(2t) + e* sin(2t).
Den simple metode:

Vi indser hurtigt (maks 10 sekunder), at det kun er de to gverste funktioner af
hver sgjle, der opfylder, at nar vi saetter t = 0, sa far vi veerdien 2. Vi skal altsa
derfor blot differentiere disse to funktioner og derefter indsatte ¢ = 0 i de afledede.
Hvis ingen af disse opfylder, at y/(0) = 6, sa krydser vi feltet ingen af dem af.

c. Find den partikuleere lgsning til den inhomogene differenti-
alligning
y' — 4y + 8y = 2.

Der er en hurtig udelukkelsesmetode, man kan bruge for at finde den partikuleere
lgsning, nar man har valgumuligheder. - Men det er for traettende at skulle forklare
pa skrift, s I ma ngjes med den stringente metode: Vi geetter pa en partikulaer
lgsning:

y,(t) = at® + bt + ¢,

hvilken differentieres to gange:
y,(t) = 2at +b,  y,(t) = 2a.
Vi indseetter sa disse i differentialligningen:
t* = yy—4y, +8y, = 2a—4(2at+b)+8(at’+bt+c) = 2a—8at —4b+8at’+8bt+8c = 8at*+(—8a+8b)t-
Dette giver os 3 ligninger. Forst:
8at2:t2@8a:1©a:%

Derneest

1 1
(~8a-+80)t = (=8 +8b)t = (~14+8D)t =0t =0 ~14+8h =0 & 8h =1 b= .

Allerede nu kan vi spotte den korrekte lgsning.
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Opgave 8
En funktion er defineret ved
flz,y) = 2* +y* — doy + 1.
Det oplyses, at grafen for funktionen danner en opadgéende skal mod oo (abner sig
opad).
a. Hvilke af de givne punkter er kritiske punkter?

Vi differentierer fgrst f mht. bade = og y:

folw,y) =42° — 4y, fy(z,y) = 4y* — 4z

Der er to mader. Enten kan du blot indsatte de punkter, du har faet givet, og sa
tjekke, om bade f, og f, giver 0, eller vi kan finde alle lgsninger. Den forste metode
bor veere lige til, hvorfor jeg fokuserer pa den anden. Vi betragter:

folt,y) =042 —dy=0s2—y=0cy=2a"

Bemerk, at dette betyder, at y og x skal have samme fortegn. Denne veerdi for y
kan vi nu indsaette i f:

fulry) =0 4f-dr=0sy’~r= (") -r=2""-2=2"—2=2("-1)=0.

Vi kan altsa se, at # = 0 er en lgsning. Derudover kan vi se fra parentesen, at 2° = 1.
Da 8 er et lige tal, kan x bade veere —1 og 1. Vi har altsa 3 mulige veerdier for z,
som vi s& kan indssette i udtrykket for y = x3:

y(0)=0°=0, y(-1)=(-1=-1, y)=1=1

Vi har altsa de kritiske punkter (0,0), (—1,—1) og (1,1).

b. Hvad er den mindste vaerdi, som funktionen f antager?

Vi ved, at det er en form for skal, der abner sig opad. Dette betyder, at den antager
et minimum i et punkt - et kritisk punkt! Sa vi indszetter blot de punkter, vi fandt
fra fgr i funktionen og finder:

f(0,0)=0*+0*—-4-0-0+1=1,
f(=1, =D =(-D*+(-1)*—4- (=) - (-)+1=141—-4+1=-1
fL)=1"+1"-4-1-14+1=1+1-4+1=-1

Altsé er den mindste vaerdi, der antages, —1, hvilken sker bade i (1,1) og (—1, —1).

c. Antager funktionen et lokalt maksimum i Origo (0,0)?

Nej, det er forholdsvist let at forestille sig, at eftersom figuren abner sig opad, sam-
tidig med, at den (kun) har to pukler i form af globale minima, sa kan Origo ikke
veere andet end et saddelpunkt.
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En mere matematisk tilgang kan maske vise, hvorfor det er et saddelpunkt. Lad
os betragte funktionen i de punkter, hvor y = x. Pa denne linje ligger bade (0,0),
(=1,—1) og (1,1). Indsaetter vi = pa y’s plads i funktionen fas:

fi(z) = flo,z) = 2* +2* — 4o + 1 =22* — 42 + 1.
Differentieres denne opnar vi:
fi(x) = 82% — 8z = 8x(z* — 1).

Det er selviglgelig de samme kritiske punkter, vi finder her, men det er ikke det
interessante. Det, vi kigger pa, er hvad er haldningen imellem (0, 0) og de to andre
kritiske punkter. Jeg vaelger her x = 1/2 og © = —1/2 til at vise disse haeldninger:

A(4) -7 (3 ) () -
QORI OB RIS

Funktionen vokser altsa, nar den gar imod (0, 0) men aftager sa igen efter (fortegnet
af heeldningerne), nar vi bevaeger os pa linjen y = x. Det betyder, at (0,0) agerer
som et maksimum, nar vi bevaeger os langs y = x. Hvad hvis vi i stedet kommer fra
linjen, der gar vinkelret ind pa y = x? Vi betragter altsa nu y = —x og far:

0g

fo(z) = flo,—2) = 2* 4+ (—2)* —da(—2) + 1 = 2* + 2* +42® + 1 = 22" 4+ 42° + 1.
Differentierer vi denne fas:
f3(x) = 82% + 8z = 8x(2® + 1).

Der er ingen kritiske punkter foruden 0 her, sa vi skal blot vaelge z-veaerdier pa hver
side af Origo. - Sa jeg veelger de samme vaerdier som for:

1(3) =7 () ) =) e
QORI (ORURICGRESE

Forskellige fortegn, men hvis vi bevaeger os i retningen y = —z, ser vi, at Origo
agerer som et minimum, da funktionen aftager til den rammer Origo for derefter
at vokse. Origo agerer altsa bade som et minimum og et maksimum afheengig af
retningen. Dette betyder, at Origo er et saddelpunkt.

INDHOLD 14



INDHOLD

Opgave 9

Et omrade 7 i rummet bestar af alle punkter (x,y, 2), hvis koordinater opfylder de
tre ulighder
0<z <1, —x2§y§x2, 0§z§m2+y2.

Et legeme med massetaethed (densitet) 6(x,y, z) = 2 — 2z, rumfang (volumen) V og
masse m dakker netop omradet 7. Markér samtlige korrekte udtryk.

Fagrste integral

Vi ser, at greenserne og integrationsordenen stemmer overens. Der er intet at komme
efter.

Andet integral

1 1 x24y2
V:/ / / dz dx dy
Jo Jy\/lyl Jo

Den simpleste made er at tegne funktionen for hver af graenseveerdier (for = og y,
da z egentligt er okay opstillet). Dette omrade skulle helst ikke stemme overens med
dem fra fgrste integral. Ydermere kan det pointeres, at det midterste integral kun
kan have ikke-negative graenser, hvilket ikke resulterer i, at vi som minimum mangler
noget, af det oprindelige integral.

Tredje integral

1 x? 224y
V= / / / dz dx dy
JOo J—22J0

Graenserne stemmer ikke over ens med integrationsordenen. Integralet ligner pa man-
ge made forste integral, men der er byttet om pa x og y i integrationsordenen, hvilket
betyder, at greenserne ikke laengere passer til den respektive variabel. Ydermere in-
tegreres i forhold til z, hvor der indgar lige ngjagtigt x i graenserne - hvilket betyder,
at vores omrade ikke er konstant men kommer til at variere i forhold til = - hvilket
vi selvfglgelig ikke kan have.

Et bord bliver ikke bare storre, fordi vi flytter det et andet sted hen i stuen.

Fjerde integral

Dette integral stemmer overens med forste integral blot, hvor densiteten integreres
- hvilket er, hvad man skal, nar man skal have den totale masse.

INDHOLD 15



INDHOLD

Femte integral
1 x?
iy
JO J—z"

Well... Det her integral er ikke det samme som fjerde integral.

a?+y?
/ (2 —2)(2* + y*) dz dy dx
0

2 .

INDHOLD
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Opgave 10

Et omrade R i planen bestar af alle punkter (z,y), hvis koordinater opfylder de to
uligheder
1§x2—|—y2§4, 0<uy.

Find veerdien af planintegralet

/ / Y44

R VX2 +y?

Svar:

Vi vil omskrive til polaere koordinater. Vi ved, at z? + y? = r2, hvorfor vi har
1<r?<4=V1<Vr2<Vi=1<r<2.

Det vil sige, at vi kigger pa et omrade, der ligger mellem en cirkel med radius 2
og en cirkel med radius 1. Derudover giver 0 < y, at vores vinkel skal ligge mellem
0 <0 < (evt. skitsér omradet, hvis du ikke er med).

Vi har altsa de poleere graenser:

Dermed kan integralet udregnes. Vi husker, at r skal ganges pa funktionen ved
skift fra kartesiske til polere koordinater. Ydermere husker vi, at relationen mellem
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kartesiske og polaere koordinater er givet ved x = rcosf og y = rsinf. Vi har altsa:

T 2 .
Y rsin 6
—dA:/ / —— -rdrdf
//R\/x?er? o J1 V2
T 2 .
:/ / Tsme-rdeQ
o J1 r
T 2
:/ / rsin @ dr do
o J1
T 2
:/ sin@(/ rdr) df
0 1
T 1 2
:/ sin @ |:—7”2:| do
0 2 |
ool 2
= sin 60— (2 —1 ) do
0 2
—/ sin6§d€
0 2

:§/ sin 6 d6
2 Jo

[— cos 0],

(—cosm — (—cos0))

(1+1)

W Nl WwWN W W
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Opgave 11

Note: Jeg hader den her opgave, fordi vedkommende bruger decimaler frem for brp-
ker! Det niveau vil jeg ikke synke ned pa.

En funktion er defineret ved

flz,y) = (z+y)e” "

a. Bestem den retningsafledede D, f(P) i punktet P = (1,1) og

retningen bestemt ved enhedsvektoren u = (é §).

Fgrst skal vi finde f, og f,. Vi har ved brug af kadereglen og produktreglen:
folw,y) = (x+y)20e™ ™ + eV f(x,y) = (@ +y)(—2y)e” ¥ eV
Indseetter vi punktet P = (1,1) far vi:
LD =0+1)2-1e" 4 =4’ 0 =44+1=5,

0g
LD =04+1)(=2-De" P4 P =4+ =—4+1=-3.
Dermed er gradientvektoren i punktet P = (1,1):
Vi(P) = (5,-3).

Den retningsafledede er blot skalarproduktet mellem gradientvektoren og enheds-
vektoren. Vi har altsa:

DJ@%ﬂaﬁf( b

4 3 4 3 20
)-s3-3.2-2-2

55) 75 5 5 5 5
Hvis I vil have det med decimaler, sa ma I selv ggre det. Jeg naegter i hvert fald i
sa simple tilfeelde!

b. Hver af svarmulighederne, v, bestemmer en enhedsvektor
u, som peger i samme retning som v. Find alle vektorer i listen
for hvilke det geelder, at D, f(P) = 0.

Vi betragter samme V f(P) fra for. Ydermere lader vi u = (21, z2). Opgaven lyder
altsa pa at bestemme de x; og 3, som opfylder D, f(P) = 0. Vi har:

Duf(P):vf(P)'u:(E)a_g)'(xl,fEQ):5$1—31’2:0<:>£E1:§x2_

Det betyder altsa, at alle svarmuligheder, hvor z; er % storrelsen af x4, er korrekte.
Det vil sige, at de tre gverste muligheder er korrekte, og de nederste er forkerte.
Eksempel pa korrekt

3 3

Eksempel pa forkert:
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Opgave 12

En funktion er givet ved

1’2

f(%y):xQ—erz-

a. Find definitionsmangden for f.

Vi ser, at der kun opstar problemer, nar nsevneren er 0. Eftersom z? og y? kun
kan veere positive (da vi arbejder med reelle tal), kan naevneren kun blive 0, hvis
x =y = 0. De ma bare ikke vaere nul pa samme tid. Sa "x # 0 eller y # 0"siger, at
hvis = ikke er nul, sa er vi ligeglade med, hvad y er, men hvis x er nul, sa ma y ikke
veere nul.

b. Hvilken beskrivelse svarer til niveakurven med ligningen

1
Vi har:
2 1 1
f($>?/):*yz:1@902:Z($2+92)@4$2:x2+y2@y2:3x2.

Tager vi kvadratroden pa begge sider skal vi huske, at have 4, da bade positive og
negative vaerdier opfylder dette:

y = +V3z2 = +V3z.

Dette er altsé to rette linjer gennem (0, 0) med haeldningskoefficienterne ++/3. Linjer-
ne rammer ikke Origo, da vi husker, at (0,0) ikke var en del af definitionsmaengden.

c. Hvad svarer niveaukurven f(z,y) = 4 til?
Vi har:

ZL’2

x? + y?

flz,y) = =42’ =427 +17) & 2% = 42® + 4y & 4y = —32”.

Dette kan ikke lade sig ggre, da 2 ikke kan blive negativ, kan venstre side heller
ikke blive negativ. Ligeledes kan hgjre side ikke blive positiv, hvorfor de altid vil
have forskelligt fortegn - med undtagelse af Origo. Men hvad var der nu med Origo?

© 0 oo
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Opgave 13
En flade F i rummet er bestemt ved ligningen
F(x,y,z) =2zy + 3zz — yz = 2.
Nogle af ligningerne i svarmulighederne beskriver tangentplanen for fladen F i punk-

tet P = (1,—1,1). Hvilke?

Svar:

Vi kigger blot pa relationen mellem haldningerne for x, y og z imellem. Vi differen-
tierer forst:

Fo(z,y,2) =2y +3z, Fyz,y,2)=2x—2  F.(z,y,2) =3z —vy.
Ved at indsaette P = (1,—1,1) far vi:
F(l,-1,1) =2(-1)431=1, F,(1,-1,1)=21-1=1, F,(z,y2)=31-(—1)=4.

Vi ser altsa, at koefficienterne foran = og y skal vaere ens, mens z skal have en 4
gange sa stor koefficient. Det er der kun tre ligninger, der opfylder. Vi ved, at der
findes nogle ligninger, der beskriver tangentplanen, sa hvis de tre ligninger er ens,
ma de alle veere korrekte. Vi betragter:

r+y+4z =4.
Hvis vi ganger denne igennem med —1 fas:
—x—y—4z = —4,

hvorfor de to ligninger altsa er identiske. Vi kunne ogsa have ganget den med 2 og
faet:

2 +y+4z2)=2-4<2x+2y+82=23§,
altsa er de alle tre identiske. Vi blev lovet, at der nogle ligninger beskrev tangent-

planen. Da de er identiske samt var de eneste, der opfyldte koefficient-kravet, sa er
de alle korrekte.
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Opgave 14

Figure nedenfor viser grafen for en funktion
r=f(0), 0<60<2rm

afbildet i poleere koordinater.

Svar:
Vi bruger udelukkelsesmetoden. Vi har funktionerne:
f(0) =1+cost, f(0)=2+sinb, f(0) =2+ cosb
f(0)=2+sin(20), f(0) =2+ cos(20), f(0) = (1 —sinf)?

Til vinklen 6 = 0 aflaeser vi en radius pa 3. Denne indsatter vi sa i de forskellige
funktioner:

FO)=1+4cosO=1+1=2 f(0)=2+sin0=2 f(0)=2+cos0=2+1=3
f(0) = 2+sin(2-:0) = 2, f(0) = 2+cos(2:0) = 2+1 =3, f(0) = (1—sin0)*> = 1> =1.
Der er altsa kun to funktioner, der mgder kravet om, at f(0) = 3. De er:

f(0) =2+cosl, f(0) =2+ cos(26).

Vi aflaeser nu 0 = 7 til en radius pa 1. Vi indsaetter:

f (g) = 2+ cos (g) =240=2, f(g) = 24 cos (2%) =24cosTt=2—1=1.
Altsa er svaret
f(0) =2+ cos(260),

da denne er den eneste, der opfylder betingelserne.
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