Besvarelser til Calculus
Proveeksamen - Marts 2016

Mikkel Findinge

Bemeerk, at der kan veere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altsa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan veere med.
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Opgave 1
En plan kurve er givet ved

r =1+ 2t%
y=1+"¢,

hvor parameteren ¢ gennemlgber de positive reelle tal.

a. Hvilket punkt pa kurven svarer til parametervaerdien ¢t = 17
Vi saetter blot t = 1 i ovenstaende udtryk og far:
r=142-1=1+42-1=142=3, y=1+13=1+1=2.

Altsa giver t = 1 punktet (3,2).

b. Hvad er krumningen af kurven for t = 17

Vi skal bruge formlen

_ |x/yll _ x//y/| _ |x/y// _ xlly/|
@2+ W) et e

Derfor kreever det, at vi finder forste- og andenordens afledede for z og y:
o'(t)=4t, 2"(t)=4, (t)=3t y'(t) =6t
Indseettes i formlen fas
|4t-6t—4-3t7 2462 — 1207 12t?
C @t e VIR0 VIR 1 oi

Seetter vi nu ¢t = 1 fas:

1212 12 12 12 12

V16 239.10 VIGFO V25 50 125

K(t
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Opgave 2
En kurve i rummet er givet ved
x = cos(2t),y =sin(2t),z = t* + 1,

hvor paramteren ¢ gennemlgber de reelle tal.

Find det korrekte udtryk for buelsengden.

Det generelle udtryk for buelzengden af en kurve i rummet er givet ved

b
/ V()2 +y/ ()2 + /()2 dt.

Vi har givet, at a = 0 og b = 3. Vi differentierer nu x, y og z med hensyn til ¢ og
far:
2'(t) = —2sin(2t), y'(t) = 2cos(2t), 2'(t) = 2t.

Indseettes det 1 formlen fas:

/3 v/ (—25in(2t))2 + (2 cos(2t))2 4 (2t)2 dt = /3 \/4 sin?(2t) + 4 cos2(2t) + 42 dt.

Vi kan nu samle 4 uden for parentes, og ved brug af idiotformlen, sin?(x)+ cos?(z) =
1, far vi:

3 3
/ V/ASIn®(28) + 4 cos?(21) + 412 dt = / V/A(sIn?(21) + cos?(2t) + £2) dt
0 0

3
= / VA1 +t2) dt.
0
Ved multiplikation, kan man splitte kvadratrgdder op, altsa
Va-b=+a\/b),

hvilket giver os:

3 3 3
/«/4(1+t2)dt:/ \/4_1\/1+t2dt:/ 2V1 + 2 dt,
0 0 0

hvilket er det gnskede udtryk.
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Opgave 3
En funktion er defineret ved

f(z)=In(1+2%).

Hvad er 2. ordens Taylor polynomiet for f(z) med udviklingspunkt
a =07 Vi finder forste og andenordens afledede af f og far ved brug af keedereglen
og produktreglen:

1 1 2z

. f2)=2 g
Ty () 1+ a2 x(l—l—m2)2

f'(x) =2
Vi kan nu finde f(a), f'(a) og f"(a) for a = 0:

f(0)=In(1+0*) =In(1) =0,

1
/
:2- =
1 2-0 1
"0)=2—5—-2-0——F%s =2-=2
) 1+ 02 (1+0%)2 1

Et Taylor polynomium af orden 2 er givet ved

Re) = 1@+ D0 )+ T ap

hvormed vi altsa har:

Pyfa) = 04 D —0) + 2(2 — 0 = a2
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Opgave 4

Betragt differentialligningen
dy
dx
Der er en entydig lgsning y(z) med begyndelsesveerdi y(0) = 3.

= 62%y, y > 0.

Hvad er funktionsvaerdien y(1)?

For fgrste ordens differentialligninger pa formen
dy
s plo)y = (o),

er den fuldstendige lgsning givet ved

y(z) = e P /ep(x)q(x) dr + Ce P,

hvor P(z f p(z)dx, og C € R er en konstant. Vi omskriver altsa forst vores
dlfferentlalhgnmg, sa den kommer pa den fgrnaevnte form:
dy dy
=62’y & —= — 62y = 0.
dz oy dx Y=

Vi ser altsd, at p(r) = —62?, og ¢(z) = 0. Dette giver for P(x):
6
P(x) = /—6x2 dr = —gx?’ = 217

Vi ser bort fra konstanten i dette ubestemte integral, da der kompenseres for denne
ved C'i den fuldsteendige lgsning. Vi har altsa nu:

y(z) = /6_29”3 0dx + Ce®” = /de +Ce*,
Integralet af 0 er blot en konstant, vi kalder denne C4:

y(x) = 62”“"36'1 1 Ce¥ = ewa(Cl +0C) = 62””302.

Her er Cy = C4 + C, eftersom nar man lsegger to konstanter sammen, sa far man
blot en ny konstant. Begyndelsesvaerdiproblemet giver os nu, at y(0) = 3, saledes at

y(O) = 62.0302 = 6002 = Cg = 3.
Vi ser altsa, at Cy = 3, og dermed er

y(z) = 3¢ = y(1) = 3¢>"" = 3¢2.

b. Hvad giver differentialkvotienten /(1)?

Da

d
= baty, y>0,
dx

og vi kender y(1) = 3¢?, far vi (husk: 3 dy =y'(z)):
y'(1)=6-1%-y(1) =6- (3e?) = 18¢”.
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c. Hvad giver differentialkvotienten 3/(0)?

Samme princip som i opgave b, denne gang havde vi pa forhand faet opgivet y(0) = 3,
og vi far:

y'(0)=6-0>-y(0)=0-3=0.
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Opgave 5
Betragt begyndelsesvaerdiproblemet
d
% +2zy =2z, y(0)=1.

Hvad er funktionsveerdien y(1)?

Vi bruger samme princip som i opgave 4.a. Vi ser altsa, at p(z) = 2z, og q(z) = x.
Derudover far vi, at

P(z) = /p(x) dr = /2£C dr = 2°.
Dermed bliver den fuldsteendige lgsning
y(z) = e /er:c dz + Ce™.

Vi udregner integralet ved substitution af variable. Lad t = z2. S& er

ﬁzQz@d?szmdx@dx:idt.
dx 2x

Ved at erstatte dr med den fundne idt og % med t i integralet, far vi:

21

2 1 2 2]. 2 2 2
ylx) =e"" /et:v% dt + Ce ™™ =e™" §€t dt + Ce ™ =e™" 56”” + Ce ™.
Dadt-a % =a"*=a" =1, far vi:
1
y(w) =5+ Ce™".
Vi finder nu C, da y(0) = 1 bliver:
1 2 1 1 1 1
0)==+CeV =-4C"=-+C=1C=1—==—
y(0) 5 +Ce 50 =5+ & 5= 3
Dermed er
(@)= 5+5"
N =515
Hvis vi indseetter 1 pa z’s plads fas y(1):
1 1 » 1 1
==+ =214 e
v =g3+5¢ =3t 3°
Hvad er differentialkvotienten ¢'(1)?
Da g J
%—i—ny:a:(:)%:x—Qxy,
far vi
dy(1) I - _
(1) = =1-2-1-y()=1-2(s4ze')=1-(1+e")=—c".
vy =4 s =12 (5450 ) =1 (e ==
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Opgave 6
Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
y" + 6y’ + 10y = 0.
Svar:
Vi lgser den karakteristiske ligning,
r* + 6r + 10 = 0.
Diskriminanten D er
D=6%—4-1-10=36—40 = —4 = (2i)*.

Vi har omskrevet det til et imagineert tal oplgftet i anden, da man tager kvadratroden
af diskriminanten, nar man finder rgdderne. Vi far altsa:

6+ /(202  —6+2

— 344
2.1 2 SE1

T =

Vi har nu en seetning (regel), der siger, at hvis man far komplekse rodder o & i, sa
er den fuldsteendige lgsning til differentialligningen

y(x) = c1e* cos(Bt) + coe® sin(Bt),
og da vi fandt rgdderne —3 + i er « = —3 og B = 1. Svaret er dermed

y(x) = cre”* cos(t) + cpe* sin(t).
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Opgave 7
Betragt den inhomogene differentialligning

y" + 4y + 6y = 3t — 4.

a. Hvad er et passende gaet for en partikulser lgsning?

Da hgjresiden bestar af 3t — 4, sa vil et godt geet veere At + B, hvor A og B er
konstanter.

b. Hvad skal konstanterne A og B veere, for at man far en
partikuleer lgsning?

Da vi har valgt geettet y,(t) = At + B, finder vi nu den forste og anden ordens
afledede af denne og far:

y(t) = A, y,(t) =0.

Disse kan vi nu indsaette pa deres respektive pladser i differentialligningen, og vi far:
0+ 4A+6(At+ B) =4A+ 6At + 6B = 3t — 4.

Da vi pa venstre side kun har leddet 6 At som indeholder t og tilsvarende pa hgjre
side 3t, sa kan disse to sattes lig hinanden. Ydermere er 4A + 6B en konstant pa
venstre side (afhaenger ikke af t), hvor —4 er den tilsvarende konstant pa hgjre siden.
Vi far altsa to ligninger:

6At =3t, 4A+6B = —4.

Isoleres A i den forste fas:

6At:3t<:>6A:3(:>A:§:1.
6 2
Vi kan nu indssette den fundne veerdi for A i anden ligning, hvor vi dermed kan
isolere B:
6

4%+6B—2+6B——4<:>6B——6<:>B——6——1.

.Dermed er A = % og B=—1.
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Opgave 8

En funktion er givet ved
fla,y) = e,

Hvad giver den partielle afledede f,(x,y)?
Vi bruger kaedereglen til at differentiere:
(9(h(x)))" = g'(h(x)) - ' (x).

Lad g(h(x)) = "® og h(z) = 4y + 2zy. Vi differentierer nu g i forhold til h(x)
(principielt kunne vi sige, at vi differentierer e* i forhold til z, funktionen forvirrer),
hvilket selvfplgelig giver e*®). - Ingen sendring der. Nu skal vi sa differentiere vores
h(z) i forhold til . Dette bliver

W (x) = 2y,
og vi far altsa slutteligt, at

fx(xa y) = eh(z) ' 2y = 2y€4y+2xy.

Hvad giver den partielle afledede f,(z,y)?

Samme princip som for, vi differentierer bare h(y) = 4y + 2zy i forhold til y i stedet,
da g(h(y)) ikke eendrer sig i forhold til g(h(x)). Vi far

h'(y) =4+ 2«

Dermed er
fy(zy) = (4+ 2x) eV,

Hvilket af punkterne er et kritisk punkt for funktionen f?

Normalt vil man nok saette f,(z,y) =0, f,(z,y) = 0 og sa finde de par (z,y), som
opfylder dette. Da vi har faet givet 6 punkter i opgaven, kan vi bruge udelukkelses-
metoden, hvis vi saetter f,(x,y) = f,(x,y) (skal geelde under alle omsteendigheder
for kritiske punkter). Dette giver udtrykket

2y€4y+2xy — (4 4 2x>64y+2xy.
Vi kan nu divdere med e**2%¥ pa begge sider, hvilket giver
2y =4+ 2.
Divideres med 2 pa begge sider opnas
y=2+ux.

Vi ser, at vores kritiske punkter | HVERT FALD skal opfylde kravet om y = 2 4 .
Dvs. en forskel pa 2 mellem z- og y-veerdi. De givne punkter er

(07 0)7 (17 _2)7 (27 1)> (37 0)7 <_17 3)7 (_27 0)7
hvor (—2,0) er den eneste, der opfylder kravet y = 2 + x.
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Opgave 9

En funktion er defineret som

f(z,y) = wsin(y) + 2.

Hvad giver gradientvektoren V f(P) i punktet P = (1,0)?

Vi skal differentiere f(z,y) med hensyn til bade z og y. Husk, at y betragtes som
en konstant, nar man differentierer i forhold til x og omvendt. Der fas

fo(z,y) =sin(y) + 2z,  f,(x,y) = zcos(y).

Dermed er
Vf(z,y) = (sin(y) + 2z, z cos(y)) = Vf(P) = (sin(0) +2-1,1cos(0)) = (2,1),

hvilket svarer til 2¢ + j.

Hvad giver den retningsafledede D, f(P) i punktet P = (1,0) og
retningen bestemt ved enhedsvektoren u = %z’ + % 37
Vi ved, at

Dy f(P) =V [(P)-u,

og da vi fra forrige opgave har Vf(P) = (2,1), ogdau = (%, %) bliver prikproduktet,
D, f(P):

2 ) =2- 412 =242 .
55 * 5 5 5

5 5

Duf(P):(Q,l)-<4 3)2 4 3 §+3 8+3:11

Find en ligning, der beskriver tangentplanen til grafen for f i
punktet @ = (1,0, 1).

Tangentens ligning er
2=Q: + fo(Q)(@ — Qo) + fy(y — Qy),
og da vi kender alle veerdierne, skal disse blot indsaettes, og vi far:
z=142x-1)+1(y—0)=1422—-24+y=—-1+2z+y,

hvormed z = —1 + 2x + y er facit. For at omskrive til passende facit i eksamenen,
bor z traeekkes fra pa begge sider, og 1 skal leegges til. Vi far

2r4+y—2z=1.
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Opgave 10
Et omrade R i planen er beskrevet med de punkter (z,y), som opfylder uligheden
1<a®4+y°<4, 0<z, 0<y.

Find veerdien af planintegralet

L/%Jﬁ+y2—DdA

Svar:

Vi vil her omskrive det til et poleert tilfeelde, da vi indser, at der er mange elementer,
der hedder noget med z? + 3. Cirklens ligning for en cirkel i centrum (0, 0) hedder
22 + 9% = r2. Vi kan altsa omskrive betingelsen 1 < 2% 4 2 < 4 til

1<r’<4e1<r<2

I ovenstaende udnytter vi, at radius ikke kan veere negativ (dvs. vi skal ikke huske
+, nar vi tager kvadratroden). Vi ved altsd nu, at vi skal integrere over et areal
mellem to cirkler med radius 1 og 4.

Vi har ydermere faet at vide, at x,y > 0, hvilket vil sige, at vores areal er i den
forste kvadrant. Dermed kan vi for 6, som er vinklen i forhold til x-aksen opstille
kriteriet

0<6<

| X

)

da 7/2 svarer til den positive y-akse.

Vi husker nu, at vi kan skifte mellem kartesiske og poleere koordinater under

integration ved
// flx,y)dA = //f (rcos@,rsinf) - rdrdf,

z 2 ™ 2
/2 / ((rcos 0)> + (rsin0)” — 1) - rdrdf = /2 / (r*cos®d + r’sin*g — 1) - rdrdf
o J1 o J1
T2
/2 / (r2 (00329 + sinQH) — 1) - rdrds.
o J1

og vi far da
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Vi husker nu idiotformlen (cos? § + sin?@ = 1) og far en raekke simple udregninger:

= 2 = 2 s 1 1 2
/2/ (7”2—1)~7’drd6:/2 7“3+7“de9:/2 {—r”‘——rz} do
0o J1 0o Ji o 4 2 1
:/2 1.24_122 — 1.14_1.12 do

. \4 2 4 2

:/02<4—2)—<i—% o

3 1 39

= 2+—d0:/—d9
[
T

INDHOLD 14
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Opgave 11

To komplekse tal er givet ved

=3 ;T 5 2=(")

21

Hvad giver z; pa standardform?

z1 kraever, at vi forleenger brgken med den kompleks-konjugerede til det komplekse
tal i naevneren (dvs. hvis neevneren er a+ bi, sa er den kompleks konjugerede a — bi)!
Vi far altsa:

2447 3+i
A=zt
(249 (3+14) 341
(3 —19)(3+1) 2
6—1+2i+3i 3+1
N 92 4 12 Tt

5450 3+i
10 2

5 /141 3+
:5< 2)+ 2
C14i 344
=y Ty
4+2i
2
=247

Hvad giver z, pa standardform?

Vi skal bruge, at 4
r-e? =r(cosf+isinf),

og sa skal vi lige huske regnereglerne for potenser, nemlig

og at
Vi far altsa:
29 = (eH%i)G = B(1+50) = B+ gb2mi _ Bp2mi _ o6 (cos(2m) + isin(2m)) = €°.

Da cos(27) = cos(0) = 1, og sin(27) = sin(0) = 0.
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Opgave 12

Lad T veere omradet i rummet bestéaende af punkter (x,y, z), som opfylder ulighe-
derne
—2<x <2, 0§y§4—:1:2, —y <z<y.

Et legeme med masseteetheden d(x, y, z) = 3 —y daekker netop omradet 7. Legemets
rumfang (volumen) betegnes V', og legemets masse betegnes m. Marker de rigtige
integraler.

Fgrste integral

2 4—g? Y
m = / / / (3—y)dzdydx
—2.Jo —y

Greaenserne passer, og vi far en konstant ud i sidste ende, da integralordenen er
korrekt.

Andet integral

4 rViI-y oy
m = / / / (3 —y)dzdxdy
Jo Joyag )y

Der er her byttet om pa x og y i integralordenen i forhold til for. Da 0 < y < 4,
grundet z = 0 maksimerer 4 — 2% ogday <4 -2’ 1’ +y<4d e 1’<4-y &

lz] < £V/i—y & —V/Ad—y < x < /4 —y, sd stemmer integralordenen over ens
med graenserne.

Tredje integral
A—x2 2 "y
m = / / / (3 —y)dzdxdy
0 -2 J—y
Integrationsordenen er forkert, da vi ikke far et lukket omrade.
Fjerde integral

4—g2 2 Y
V= / / / dz dx dy
0 —2J—y

Ganske rigtigt er densiteten ikke medtaget, da vi snakker volumen, men integra-
tionsordenen er lige som fgr, forkert.

Femte integral

"2 d—x? Y
V= / / / dz dy dz
-2J0 vy

Korrekt, da densiteten ikke er medtaget, samt at greenserne er lige som i fgrste
integral.
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Opgave 13

a. Der geelder, at

5%
arctan (tan <Z)) .

Da y = arctan(z) har range/veerdimaengden

e T

5 = Y= 97
sa kan vi altsa ikke - uanset hvilke veerdier af x, vi smider i den - opna tallet %’r, da
dette tal ikke ligger i veerdimeengden!

b. Lad D veere omradet i planen bestaende af de punkter (z,y),
som opfylder ulighederne 0 <z <1 o0g 0 <y < 1. Lad f veere
funktionen med forskriften

1
flz,y) =2y + =

Yy

og definitionsmangde D. Da antager f et globalt maksimum.

Da vi kan lade y komme vilkarligt teet pa 0, sa vil vi kunne ggre brgken 1/y vilkarligt
stor! Dvs. vi kan altid finde en storre veerdi for f(z, y) ved at veelge et y endnu teettere
pa 0 end det tidligere y var.

c. Definitionsmaengden for funktionen f(z,y) = /22 + y? er R?
svarende til hele xy-planen.

Kan vi finde nogle veerdier i R, sadan at funktionen ikke giver mening? Nej, alle
negative veerdier for x og y bliver positive, nar vi oplgfter dem i anden. "Men hvad
med 0, virker den ogsé der."Ja selvfglgelig lille fjollehoved! Eftersom 0?2 = 0-0 = 0,

sa er
VR2+02=v0+0=v0=v02=0.

Altsa er definitionsmaengden hele zy-planen!

d. For funktionen f(z,y) = /22 + y?, eksisterer den partielle
afledede f,(z,y) ikke i punktet (z,y) = (0,0).

Okay lad os differentiere f,(z,y) = /2% + y*:

Fay) = Va2 + 2 = (22 +1))" = fulo,y) = %(ac2 +y?)E 2 = —\/%yQ

Hvis vi indseetter (0,0) i f,, sd bliver neevneren 0, og det ma vi altsa ikke!

INDHOLD 17
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e. Punktet med rektangulaere koordinater (z,y) = (1,1) kan i

polzere koordinater angives ved (r,6) = (—v/2, b

Relationen mellem rektanguleere og poleere koordinater er givet ved
r=rcosf, y=rsind.

Vi indsaetter altsa blot vores radius, r, og vinkel, 6, i ovenstaende og far

2
—V2 2 2
T = — 2cos(%>:— Qiziz—:l

2 2 2
og for y
5 V22 2
yZ‘ﬁsi“(z):‘ 2= =5=L

hvormed de to punkter altsa er tilsvarende.

INDHOLD
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Opgave 14

Figuren nedenfor viser grafen for funktionen

afbildet i polaere koordinater.

Hvilken af nedenstaende forskrifter for f svarer til figuren?
f(0) =2 —cos(30), f(0)=24cos(d), [f(#)=1+sin(30)

f(0) =2+ cos(20), f(0)=2+sin(20), f(0) =1+ sin(d)

Svar:

Vi vil bruge udelukkelsesmetoden. Vi aflaeser pa figuren, at 8 = 0 skal give en radius
pa 3. Vi indseaetter

f(0) =2—cos(0) =2—1=1, f(0)=2+cos(0) =24+1=3, f(0)=1+sin(3-0) =1

F0) =2+cos(2-0)=2+1=3, f(0)=2+sin(2-0) =2, f(0)=1+sin(0)=1.

Der er altsa kun 2 funktioner, der opfylder dete, nemlig f(6) = 2+ cos(6) og f(0) =
2+cos(26). Vi afleeser nu figuren og ser, at § = 7 ogsa giver en radius pa 3. Vi behgver
blot at tjekke de to fgrnaevnte funktioner, om de passer, og far ved indsaettelse:

f(m)=2+cos(m)=2—-1=1, f(n)=2+cos(2mr)=2+1=3.

Altsa er f(0) = 2 + cos(26) den funktion, vi leder efter.

INDHOLD 19
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