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Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Jeg har skrevet 'for meget’ tekst for at forklare.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Problem 1

a. Differentier funktionen f(z) = ¢ +1InZ2.

Okay, sa vi ved, at (%)/ = —w%. Altsa er

6 6
r)  a?

Vi husker nu logaritme-regnereglen

a

In 3= In(a) — In(b),

hvorfor vi far

lng = In(z) — In(3).

Her er In 3 jo bare en konstant, s nar vi differentierer denne, forsvinder den. Og vi
kan slé op i et hefte, at (Inz) = 1. Altsa fas:

(mg)' — (In(z) — n(3)) = ~.

T

Seetter vi de to aflede funktioner sammen far vi, at:

2z 22 22 2P
Jeg lavede blot en omskrivning ved at forleenge brgken 1/x med z, sa vi kunne fa

udtrykkene pa falles brokstreg (nsevnerne skal vaere ens).

b. Bestem ligningen for tangenten til grafen for f(x) i punktet
(an yO) = (37 2)
Tangentens ligning er generelt givet ved

y = f'(w0)(x — x0) + Yo.

Vi mangler blot at udregne f(x¢):

!/
3 fr— = — = — =
Vi indsatter nu i tangentens ligning:
! (x —3)+2 ! +142 = +3
= —— (x — = ——=X = —=X .
Y=73 3 3

c. Funktionen g er givet ved g(v) = In ——. Vis, at ¢'(z) = tan(x).

CoOS T

Lad os ferst huske pa den logaritmiske regneregle In ¢ = In(a) — In(b). Vi far altsa,
at

g(x) =1In ( ) = In(1) — In(cos(z)) = — In(cos(z)),

cos(x)
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hvor vi anvender, at In(1) = 0. Vi skal altsa nu bruge kaedereglen. Den ydre funktion
er h(z) = —In(z) og den indre z = cos(z). Hvis vi differentierer h(z) i forhold til z
og z i forhold til x opnas:

h'(z) = —%, 2 (z) = —sin(z).
Med kaedereglen far vi, at
§(@) = B (2(@)) - 2(x) = ——— + (= sin(2)) = ———(—sin(z)) = 2% _ tang

cos(x) COS

d. Et omréade er afgraenset af linjerne z = 0, * = 7 og y = 0 samt

grafen for funktionen h(z) = 22, Bestem dets areal. (Man kan

cosx "
T V2
4 — 2"

Arealet er givet ved

benytte at cos

Vi ved fra opgave c, at hvis vi differentierede In @, fik vi tan x. Sa hvis vi integrerer
tan x, opnar vi In @ Husk endvidere, at vi kan omskrive In = —In(cos(x)).
Altsa opnas:

1
cos T

= —In (COS (%)) — (—In(cos(0))))
= —In (%ﬁ + ln(l)

= —In(v2) = (-=In(2)) + 0

I (2%) +1n(2)

=——1In(2) +1n(2)

= %ln(?)

Bemeerk, at jeg har brugt folgende regneregler:

ln% =In(a) —In(b), In(a’) =bln(a), +a= az, In(1) =0.
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Problem 2

Her betegner @ = (3,—2,1) og R = (0, —5, 1) to punkter i rummet, med origo O.

a. Bestem krydsproduktet u x v, idet u = OQ og v = OR. Vis
parallellogrammet udspaendt af vektorerne u og v har areal

9/3.

Vi udregner u og v (det er mere en formalitet end en egentlig udregning):

3 0 3 0 0 0
u= |[-2| - |0l =|-2|, v=|-H]—-1|0]=]|-5

1 0 1 1 0 1

Vi udregner nu n:
i j k

-2 1 31 3 -2

n=uxv=|3 -2 1|=i ‘—J‘ ‘—i—k‘ ‘

0 _5 1 5 1 01 0 =5

i(—=2-1-1-(-5))—jB3-1—=1-0)+k(3-(=5) —(-2)-0)
i(—24+5)—j(3-0)+k(-15+0)
=3i—3j— 15k
3
=1|-3
—15

Leengden af n svarer til arealet af det udspaendte parallellogram. For nemheds skyld
omskriver jeg 9v/3:

9v/3 = V923 = V813 = /81 - 3 = /243,

Vi udregner nu lzengden n (arealet af det udspaendte parallellogram):

In|| = /32 + (=3)2 + (=15)% = VO + 9 + 225 = /243

Vi ved, at 9v/3 = /243 forrige udregning, hvorfor lsengden af n stemmer over ens
med arealet opgivet i opgaven.

b. Bestem en ligning for planen P, der indeholder punkterne
O, @ og R.

Vi skal blot bruge et punkt (zo,yo, 20), som ligger i planen, samt en normalvektor
a
b |, som star vinkelret pa planen. Planens ligning er da givet ved
c

a(x —xo) + b(y — yo) + c(z — 2z9) = 0.

Vi ved, at u og v ligger i planen, da disse vektorer er frembragt af punkter i planen,
O, Q og R. Vi ved endvidere, at krydsproduktet n star vinkelret pa de to vektorer

INDHOLD 5



INDHOLD

u og v, hvorfor n ogsa ma sta vinkelret pa P. Dermed er n altsa en normalvektor
til P. Hvis vi samtidig veelger (o, yo, 20) = (0,0,0) = O bliver planens ligning altsa:

3(x—=0)—3(y—0)—15(z—0)=32—-3y—15z2=02r—y—52=0<x=52+y
Altsa kan planens ligning skrives
r=1y+Hz.

Bemerk, at dette blot er en af mange omskrivninger.

c. En ret linje L har de symmetriske ligninger
r—3 y+6  z-2

3 2 1
Find en retningsvektor r for L.

En omskrivning af de symmetriske ligninger, hvor minus foran brgkerne ganges ned
i nevneren, giver:
r—3 y+6 z2-2
-3 2 -1
Det er nu muligt at aflaese retningsvektoren direkte af naevnerne. Vi finder
-3
r=|2
-1

d. Afggr, hvordan L ligger i forhold til P.

Vi kender retningsvektoren, endvidere kan ’startpunktet’ aflaeses til (3, —6,2). Det
betyder, at vi ogsa kan skrive linjen som

T 3 -3
yl = [—6| +1| 2
z 2 —1

Dette betyder altsa kort sagt, at vi kan udtrykke x, y og z som:

r=3-3t, y=-—-6+2t z2=2-1t
Vi kan nu indsatte disse udtryk pa z, y og 2’s plads i planens, P’s, ligning,

T =1y+ 95z
og far:
3—-3t=(—6+2t)+5(2—1).

Vi kan reducere hgjresiden:

3—3t=—-6+2t+10—5t = -3t +4.
Laegger vi 3t til pa begge sider fas:

3—=3t=-3t+43=4

Altsa deler linjen og planen de punkter for de vaerdier af ¢, sa 3 = 4. Men 3 er aldrig
lig med 4 uanset vaerdien af ¢. Det betyder, at linjen og planen ikke deler punkter.
Det betyder altsa, at planen og linjen skal vaere parallelle - uden sammenfald.

INDHOLD 6



INDHOLD

Problem 3

a. Her betragtes det linezere ligningssystem

:L‘1+3332—5:L‘3:0
r1 + 4wy — 8xr3 = —2
—3x1 — Tx9 + 923 = —4.
Opskriv ligningssystemet som en matrixligning pa formen Ax =

b. Angiv dernaest totalmatricen, og bestem dennes reducerede
echelonform.

Vi opskriver matrixligningen:

1 3 5| |2y 0
1 4 =8| x| = [-2
-3 =7 9 T3 —4
Totalmatricen er derfor
1 3 =5 0
1 4 -8 -2
-3 -7 9 -4

Denne rakkereduceres for at opna den reducerede echelonform:

1 3 -5 0 ro—r1—T2 1 3 =5 0 r1—37r2—"r1 1 0 4 6
1 4 —8 —9o| oo lg 1 3 _gf BT g 1 3 9
-3 -7 9 —4 02 —6 —4 00 0 0

b. Bestem ligningssystemets lgsningsmaengde.

Vi aflaeser af den reducerede echelonform:

[E1—|—43§3:6
ZE2—3ZL‘3:—2

xs er en fri variabel.
Vi kan omskrive disse til

$1:6—4l’3
$2:—2—|—3{L’3

x3 er en fri variabel.

Vi kan altsa opskrive lgsningsmeengden saledes:

T 6 —4
Tol = | =2 +23| 3
T3 0 1
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c. Opskriv lgsningsmaengden for det tilhgrende homogene lig-
ningssystem. Vis dernaest, at A’s 3. sdjle, a3, er en linearkom-
bination af de to fgrste sgjler a; og as.

Lgsningsmaengden for det homogene ligningssystem er tilsvarende det for det inho-
mogene ligningssystem blot uden den konstante lgsningsvektor. Det vil sige:

T —4
To2| = T3 3
T3 1

I forhold til linearkombinationen betragt den reducerede echelonform uden sidste
sgjle:

1 0 4
01 -3
00 O

Vi kan direkte aflaese linearkombinationen for aj i tredje sgjle af denne matrix, da
der skal 4 af a; (aflaeses af forste raekke) og -3 af as (aflaeses af anden raekke) til:

a3z — 481 — 332.

Vi kan eventuelt tjekke efter:

1 3 4 -9 -5
da; —3a,=4|1|—-3|4|=]4 |+ ]|-12| =|-8] =a,
-3 -7 —12 21 9
Det passer fint.
1 -2 3
d. Afggr om A kommuterer med matricen = | 0 3 -3
-2 1 =3

Vi skal blot tjekke, om AB = BA.

1 3 5| [1 -2 3 [1-1+3.-0-5-(=2) ? ? 11 7
AB=|1 4 -8[]|0 3 -3|= ? ? 2 =17 7

-3 -7 9] [-2 1 =3] | ? L I

1 -2 3][1 3 -5 [1-1-2-14+3-(=3) 2 7] [-10 ? 7
BA=|0 3 =3||1 4 -8|-= ? ? =17 77

-2 1 =3] -3 -7 9] | ? I |

Hvis jeg har regnet rigtigt, kan vi se, at den forste indgang i matricerne ikke er ens.
Derfor kommuterer de ikke.
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Problem 4

a. Bestem definitionsmaengden D for funktionen f(x,y) = /6 — 2z — 2y
praecist ved hjzlp af en ulighed, og lav en skitse af D.

Vi ved, at vi ikke ma tage kvadratroden af noget negativt. Det betyder, at indholdet
af kvadratroden, 6—x—2y, skal veere stgrre end eller lig med 0. Vi kan skrive folgende:

1
6—x—2y20<:>6—$22y<:>—§x+32y.

Der er selvfolgelig andre mader at skrive uligheden i definitionsmangden pa, f.eks.
y < —1z+3. Definitionsmaengden kan da (blandt andet) skrives som en af folgende:

D= {(z,y) € R* |6 — 2 — 2y > 0}
D:{(x,y)€R2]62x+2y}
D={(z,y) €eR*| 6 —x > 2y}

1
D={(z) R | -1z +32 )

1
D={(z,y) €®|y < —5r+3}

Der er mange andre (uendeligt mange) méder at skrive definitionsmeengden pa, men
dette er da et udkast. Vi kan da bruge sidste ulighed

1
< —Zx+3
y<—5r+3,

til at tegne en skitse af definitionsmaengden. Dette er en linje, der skarer y-aksen
i 3, hvorefter den falder med 1/2 hver gang z stiger med 1. Da det er 'y <’, som
optraeder i uligheden, skal y altsa veere mindre eller lig linjen. Sa vi bor skravere alt
under linjen. - Jeg gider ikke gore det, fordi jeg er doven. Det er jo blot en skitse
alligevel.

b. Udregn de partielle afledede % og %.

Vi skal bruge kaedereglen, hvor f(x) = h(g(x)):
f'(x) =1 (g(x)) - g'(x).

Lad g(z,y) = 6 — 2 — 2y veere den indre funktion og h(g) = /g veere den ydre
funktion. Den afledede af den ydre funktion sendrer sig ikke, om det er den ene
partielle afledede eller den anden, vi betragter. Vi differentierer den

1
h'(g) = ——.
©=35
Hvis vi erstatter ¢ med 6 — x — 2y bliver denne altsa:
W(g(r,y) = ot
ROV =9 -z -2y
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Differentierer vi nu g(x,y) i forhold til henholdsvis x og y fas:

dg
— = s = —17
=9 (z,y)

dg
_— = 1’7 = —2
Y gy( Y)

Vi kan nu udregne de partielle afledede af f:

of I S S
7e = M@ ) 9:(@y) = g (1) = —g——
of 1 !

) P S—

Cap— N . - -
oy~ @) 9y(w.y) = 5o e

c. Bestem en ligning for de (z,y, z), der ligger pa tangentplanen
for f’s graf i punktet (zo,v9,20) = (—3,1, f(=3,1)).

Den generelle ligning for tangentplanens ligning er givet ved
z = fac(x()a yO)(‘r - IO) + fy(x07 ?JO) + f(l'(), yO)a

hvor f, = % og fy, = g—g’:. Vi mangler altsa blot at indsatte punktet (—3,1) i
funktionerne f(z,y), fu(x,y) og fy(x,y). Vi far:

F(=3,1)=6—(=3)—2-1=V6+3-2=V7

B 1 1 __ﬂ
fx(_3’1>__2\/6—(—3)—2.1_ 207 14
f(-3,1) = 1 L_ VT

6 (3)-21 7 T

Bemeerk, at jeg forlenger brgkerne % med /7. Det vil sige, jeg ganger bade taller

og navner med V7. Neevneren kommer si til at hedde /7 - \/7, men det er \/72.
Sa potensen og kvadratroden gar ud med hinanden og efterlader blot 7. Vi kan nu
indsaette veerdier i tangentplanens ligning:

V7 V7

2= fo(=3,1)(z — (=3)) + f,(=3,1) + f(=3,1) = —ﬁ(x +3) — 7(y — 1)+ V7.
Altsa er \/_ \/_
i= -+ - Ly-n+v7

Lad os prgve at gange igennem med 14 pa begge sider:

14z = —VT7(x 4+ 3) — 2V7(y — 1) + 14V/7.
Der er /7 i alle led pa hgjre side, sa vi kan traekke denne ud foran en parentes:
14z = V7(—(2+3)—2(y—1)+14) = V7(—2 -3 -2y +2+14) = V7(—z — 2y +13).
Sa en anden made at skrive tangentplanen pa er

14z = V7(—z — 2y + 13).
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Vi kunne eventuelt gange med 4 pa begge sider. Det giver sa

27z = —x — 2y + 13.

Der er som sadan ikke en specifik made at angive tangentplanens ligning pa, sa veelg
det udtryk, der giver mening for dig.

d. Godtger, at punktet (z,7,2) = (—1,0,/7) ligger pa tangent-
planen fra spgrgsmal c.

Jeg bruger den sidste ligning, jeg fandt frem til,
W7z =—x— 2y + 13.
Indsaetter vi 2 = /7 pa venstre side fas
WIVT =27 =2.7T=14.
Indseettes x = —1 og y = 0 pa hgjresiden fas:
—(-1)—2-0+13=1-0+13=14.

Altsa er hgjresiden lig med venstresiden, hvorfor punktet altsa ma ligge pa tangent-
planen.
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Problem 5

Find maksimumsvaerdien maxy f(z1,x2) og ogsa det punkt (xf,ys), hvor f(xy, )
antager sin maksimale veerdi, idet

f(w1,m2) = 321 + 29
og idet V' er omradet, hvori (21, x2) opfylder ulighederne

—3r1+ 22, <0
—x1+ x5 < 2
201 + 29 < 13
T1— 29 < 4

foruden at x; > 0 og xo > 0.

Svar:

Jeg er doven i dag, si jeg bruger kun Simplex-metoden, da den er nemmest/hurtigst
at skrive forklaring til.

Vi skriver forst ulighederne som ligheder ved brug af slack-variablene, S, Ss, S3 og
S4Z

—3r1+a2+5, =0
—T1 + 22+ Sy =2
2r1 + 19+ S3 =13
T, — 229 + Sy = 4.

Saet nu funktionen til at have vaerdien M:
M=3r;+x9& M —3x; — 29 =0.

Vi kan nu opstille matricen:

-ZE1 i) 51 SQ 53 54 M

-3 1 1 0 0 0 0 O
-1 1 0 1 0 0 0 2
2 1 0 0 1 0 0 13
1 -2 0 0 0 1 0 4

-3 -1.0 0 0 0 1 0

Vi skal nu vaelge den indgang i matricen, vi vil pivotere omkring. Vi ser, at det
mindste tal i den nederste rackke er —3, som er i fgrste sgjle. Altsa skal vi pivotere
omkring en af indgangene i forste sgjle. Vi skal nu udvelge de indgange, som er
positive. Det vil sige tredje og fjerde rackke, da disse veerdier er 2 og 1 respektivt.
Vi skal nu finde det mindste forhold mellem disse tal og det tilhgrende tal i den
sidste sgjle. Vi ser, at 13/2 = 6.5 og 4/1 = 4. Vi veelger altsa sgjle 1 og raekke 4
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som vores pivoteringsindgang, da denne giver det mindste forhold. Dermed laver vi
reekkereduktioner:

—ZL‘l D) 51 Sg Sg 54 M 1 X2 81 SQ Sg S4 M

3 1 1 0 0 0 0 O “&s o =51 0 0 3 0 12
-1 1 0 1 0 0 0 2|32 lo -1 0 1 0 1 0 6
2 1 0 0 1 0 0 13 "lo 5 0 0 1 -2 0 5
1 =20 0 0 1 0 4 1 =2 0 0 0 1 0 4
3 1.0 0 0 0 1 0 0 -7 0 0 0 3 1 12

Vi skal veelge det mindste af de negative tal. Dette er —7, hvorfor vi veelger en
indgang i sgjle 2. Vi behgver ikke tjekke efter ratioer denne gang, da der kun findes
et tal storre end nul i denne sgjle, nemlig 5 i tredje raekke. Det betyder, at vi pivoterer
omkring denne indgang. For at undga brgker i forste omgang ganger jeg lige raekke
2, 4 og 5 med 5:

_.I‘l ) Sl SQ Sg 54 M i T ) Sl SQ 53 S4 M

0O -5 1 0 0 3 0 12| 509 |[O -5 1 0 O 3 0 12
o -1 0 1 0 1 0 6 ?Z;‘:’;‘; 0o -5 0 5 0 5 0 30
0o 5 0 0 1 -2 0 5 0 5 0o 0 1 -2 0 5
1 -2 0 0 0 1 0 4 5 —-10 0 0 O &5 0 20
(0 -7 0 0 0 1 12 (0 =35 0 0 0 15 5 60

Vi kan nu pivotere omkring raekke 3 sgjle 2:

_ZL‘1 ) Sl SQ Sg 54 M i _1’1 i) Sl SQ 53 S4 M

0 -5 1 0 0 3 0 12| »&3% 1o 0o 1 0 1 1 0 17
0 -5 0 5 0 5 0 30| &2 lo o 0 5 1 3 0 35
0 5 0 0 1 -2 0 5 1o 5 0 0 1 =2 0 5
5 —-10 0 0 0 5 0 20 5 0 0 0 2 1 0 30
(0 =35 0 0 0 15 5 60 00 0 0 7 1 5 95

Vi er principielt i mal nu. Det vi kan laese af raekke 4’s fgrste og sidste sgjle er, at

5x1 = 30. Vi far altsa at 20
5$1:30<:>l’1:€:6

Det vi kan laese af raekke 3’s anden og sidste sgjle er, at 5xo = 5. Vi far altsa, at

)
5132:35<2>$2:g:1

Altsa er det optimale punkt (27, z3) = (6, 1), hvilken vi kan indsaette i vores funktion:
£(6,1)=3-6+7=18+1=19.

Dette er heldigvis det samme svar, som hvis vi aflaeser de to sidste sgjler i den sidste
raekke, 5M = 95:

5M:95<:)M:95—5:19.

Altsd er den maksimale vaerdi 19.
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