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Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Jeg har skrevet 'for meget’ tekst for at forklare.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Problem 1

a. Differentier funktionen f(z) =52 +1InZ.

I stedet for bare at differentiere med det samme med kvotientregel og keederegel, sa
lad os lave en omskrivning i stedet. Hvis vi har en brgk, “T_b kan denne skrives & — %

Det vil sige, at vi kan skrive

5x—2:5x—1025_x_925_101.
T T T T T

Da 5-tallet star for sig selv (uden at veere ganget pa en funktion med z), er dette
en konstant. Altsa forsvinder 5-tallet, nar vi differentierer. Derudover er —10 en
konstant, der er ganget pa % Altsa forsvinder —10 IKKE, men derimod skal denne
blot ganges pa den afledede for 1/z. Vi ved, at (eventuelt ved at sla op i et hafte)

" 1
x)  x?
1\’ 1\’ 1 1
—-10— | =-10(—- | =10— = —O
T T 2 x?
() -2
xXr xr

Lad os nu kigge pa logaritme-omskrivningsregler:

Derfor er

Altsa

In(a - b) = In(a) + In(b), m%:m@—mw

Vi vil gerne bruge sidstnaevnte, da vi sa kan lave omskrivningen

lng = In(z) — In(7).
Her er In(7) bare en konstant. Derfor forsvinder dette led ved differentiation. Vi ved

desuden, at
1
1 ==,
(In(z))" = —

)=

10 1 10 10
fa)=+-= ==

2 x?2 22 2

Derfor er

Dette giver

Bemark, at vi har forlenget broken 1/x med z (det vil sige ganger med x i bade
teeller og naevner) for at fa brokerne pa samme brekstreg.
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b. Bestem en ligning for tangenten til grafen for f(z) i punktet
2
(z0,%0) = (2,In %).
Tangentens ligning er givet ved
y = f'(zo)(x — x0) + yo.
Vi mangler altsa blot at udregne f’(xq). Vi bruger f'(x) som fundet i forrige opgave:

1042 12
!
N =—"1"="2=-3,

Dermed bliver tangentens ligning:
2
y=3(x—2) —i—ln? =3z — 6+ In(2) — In(7).

Hvis man har lyst kan man lave den sidste omskrivning, men det er der reelt set
ingen grund til.

c. Eftervis, at der for g(z) = (1+2)In(1+2) — (1 + ) geelder, at
g (z) =In(1+ x).
Vi skal bruge produktreglen,
(p(x) - (@) = p'(2) - q(@) + p(x) - ¢ (2),
og kaedereglen,
(h(p(x)))" = I (p(x)) - p'(x).
Lad os stte p(z) = 1 4+ x. Dermed er
p(z) =1

Hvis vi saetter ¢(x) = In(1 + ) skal vi bruge kaedereglen til at differentiere denne.
Sa vi lader h(x) = In(z) veere den ydre funktion. Denne differentieret giver

1
h(z) =In(z) = W'(z) = —.
x
Den indre funktion er som tidligere angivet, p(z) = 1 + x, hvorfor

B 1
14

W (p(x))

Vi har allerede fundet p’(z), hvorfor vi kan finde ¢/(z) med kaedereglen:
1 1
1

d(@) = (W) = = 1= 7=

Vi kan nu bruge produktreglen, da vi kender bade p(x) og q(x):

1
1= ln(l—l—m)—l—li—x—l — In(14+2)+1-1 = In(1+2).
X

g (x) = 1-1n(1+x)—|—(1+x)~1 —11- "

INDHOLD 4



INDHOLD

d. Bestem arealet A af det omrade, der er afgraenset af linjerne
r =1,z =3 og y = 0 samt af grafen for funktionen h(z) =

In(v1+ ).

Jeg vil forst bemaerke folgende to regneregler:
Va = az, In(a’) = bln(a).

Vi kan bruge disse to regneregler til at omskrive h(x). Vi far:

[NIES

h(z) =In(vVI+z) = ((1 + ) ) - %mu + )

Vi kan nu opstille integralet til at finde arealet A:
3
A= / h(x) dx
1
*1

:/1 §1n(1+x)
:%/131n(1+x).

Men i forrige opgave fandt vi ud af, at ((1+2)In(1 +2) — (1 + ) = In(1 + z).
Det betyder omvendt, at [In(1+x)dz = (14 2)In(1 4 2) — (1 + ). Hvorfor vi far:

1 3
A:—/ln(1+x)
2./

_ % (14 2) (1 +2) — (1 +a2)]}

_ % (143)In(14+3) = (1+3)) = (1+1)In(1+1) = (1+1)))
_ % ((4In(4) — 4) - (2In(2) - 2))

= 2 (4In(4) —4—21n(2) +2)

_ % (41n(2?) — 21n(2) — 2)

- % (4-2In(2) —2In(2) — 2)

_ % (81n(2) — 21n(2) — 2)

_ % (61n(2) — 2)

_ gln(2) —g

~31n(2) 1.

Bemerk, at 81n(2) — 21n(2) = 61n(2)[]

'Det svarer lidt til, at du har 8 bananer og si fjerner du 2 bananer. Sa har du kun 6 bananer
tilbage. Samme princip med In2 i stedet for bananer. Samme eksempel galder ogsa for matches
pa Tinder.
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Problem 2

Her betegner @) = (3,4,1) og R = (—2,0,1) to punkter i rummet, med Origo
0 = (0,0,0).

a. Udregn krydsproduktet n = u x v, idet u = OQ og v = OR.
Vis, at arealet af parallellogrammet udspaendt af vektorerne u
og v er lig med /105.

Vi udregner u og v (det er mere en formalitet end en egentlig udregning):

3 0 3 -2 0 —2

u= |4 — |0 =14, v=]10|—-10{=10

1 0 1 1 0 1

Vi udregner nu n:
i jk

4 1 3 1 3 4
n=uxv=|3 4 1|=i ‘—_]‘ ’—I—k‘ ‘
9 0 1 01 -2 1 -2 0

=i4-1-1-00—j3-1—-1-(-2)) +k(3-0—4-(-2))
=i(4-0)—-j3+2)+k(0+8)
=4i—5j+ 8k
4
=|-5
8

Langden af n svarer til arealet af det udspeendte parallellogram. Vi udregner:

In|| = /22 + (—=5)2 + 82 = /16 + 25 + 64 = V/105.

Perfekt, lortet passer, ses i naste opgave.

b. Bestem en ligning for planet P, der indeholder punkterne
O, @ og R.

Generelt galder for et plan indeholdt punktet (zo,yo, 20) 0og med normalvektoren
a

n = |b|, at planets ligning er givet ved
c

a(z — xo) +b(y — yo) + c(z — 20) = 0.
Vi benytter punktet O = (0,0,0) og normalvektoren fra forrige opgave:
4(x —0)—5(y—0)+8(x—0) =0,
hvilket altsa kan reduceres til

4o — dy + 8z = 0.
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c. Et andet plan P, er givet ved ligningen
r—2y+3z=1

Angiv en normalvektor n; for P, og udregn n x n;. Begrund
dernaest at P og P, hverken er parallelle eller sammenfaldende.

Vi kan aflaese normalvektoren af ligningen til

1
n; = —2
3
Vi finder nu n x n;:
i j k
-5 8 4 8 4 -5
nxn =4 =5 8 =i| ‘—J‘ ‘—l—k‘ _‘
| _2 3 2 3 1 3 1 2

=i(-5-3-8-(—-2))—j4-3—8-1)+k(4-(-2)—(=5H)-1)
=i(—15+16) — j(12 - 8) + k(-8 +5)
=1i—4j—3k
1
= |—4
-3
Hvis planerne skal veere sammenfaldende eller parallelle vil normalvektorerne vaere
parallelle. Hvis normalvektorerne til planerne er parallelle, sa vil de ikke udspaende

et parallellogram, og derfor vil det 'udspeendte parallellogram’ have areal 0. Men da
leengden

In x ny|| = /12 + (—4)2 + (=3)2 > 0,

udspaender de to normalvektorer altsa et parallellogram.

d. Forklar hvorfor skzeringslinjen L til planerne P og P, har de
symmetriske ligninger

r+2

=

z—1
3

Y
4

Vektorproduktet n x n; svarer faktisk til retningsvektoren for skaeringslinjen. Dette
ses ogsa ved omskrivningen

r+2 y  z-—1

1 -4 =3
Vi kan altsa aflaese, at retningsvektorens koordinater stemmer over ens med naevne-
ren af de tre brgker. Vi aflaeser, at linjen angiveligt gar igennem punktet (—2,0, 1).

Planerne skal altsa begge have dette punkt i sig for, at det er et skaeringspunkt. Vi
indsaetter altsa punktkoordinaterne i ligningerne for de to planer,

dr —dy+82=0
r—2y+32=1,
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og ser, om punktet opfylder lighederne:

4.(=2)=5-048-1=—-8-0+8=0
—2-2.0+43-1=-2-0+3=1

Punktet ligger altsa i begge planer, hvorfor det er et skaeringspunkt, hvilket betyder,
det ma ligge pa skeeringslinjen.
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Problem 3

a. Her betragtes det linezere ligningssystem
T1— X9 —x3=—4
3$1—Q?2—3$2:2
2$1 — 2.%3 = 0.
Angiv ligningssystemet som en matrixligning pa formen Ax =
b. Bestem dernaest totalmatricens reducerede echelonform.

Matrix-ligningen bliver (ved at aflaese koefficienterne):

1 -1 —1| (= —4
3 =1 3| |z2| =] 2
2 0 —2 T3 6

Totalmatricen opskrives da og reduceres

1 =1 —1 —4] rm-38mor |1 -1 —1 —4 [1 -1 -1 —4
3 -1 —3 2| DB2nomolg 9 g 14| B2l 9 o0 14 2
2 0 —2 6 0 2 14 2| 0 0 0 0
(1 —1 —1 —4 (1 0 —1 3
0 1 o0 7|M=wlg 1 0 7
0 0 0 0] 00 0 0

b. Opskriv ligningssystemets lgsningsmaengde.
Vi skriver totalmatricens reducerede echelonform som ligningssystemer:

$1—CE3:3
I2:7

3 er en fri variabel.

Vi far
T 3 1
To| = 7 + x3 0 s
XT3 0 1
da 1 =3+ x3.

c. Angiv lgsningsmangden for det tilhgrende homogene lig-
ningssystem. Skriv dernaest A’s 3. sgjle, az, som en linearkom-
bination af de to fgrste sgjler a; og as.

Lgsningsmangden for det homogene ligningssystem er givet som lgsningsmaengden
fra det heterogene system blot hvor sidste sgjle er 0. Det vil sige:

T 1
To| = T3 0 )
T3 1
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da

131—33'3:0
,CL'Q:O

x3 er en fri variabel.

Fjernes hgjresiden af lig med i ovenstaende fas
-1

1
1 0
0 0

o O O

Vi kan da afleese koefficienterne til linearkombinationen for az til —1a; og Oa, E] Altsa

er

a3:—a1+0a2:—a1.
-4 0 4
d. Afggr om A kommuterer med matricen B= |—6 —2 6
-2 =2 2
Vi ganger
1 -1 =1 -4 0 4 —4+6+2 04+2+2 4-6-2
AB=|3 -1 -3| |-6 -2 6|=|—-124+64+6 0+24+6 12—-6—-6| =
2 0 =2||-2 -2 2 —-8+0+4 04+0+4 84+0—-4
0g
-4 0 4(1]1 -1 -1 —44+0+8 440+0 4+0-8
BA=|-6 -2 6|3 -1 -3|=|-6—-6+12 6+24+0 64+6—12| =
-2 =2 212 0 =2 —2-6+4 2+240 2+6—-4

Sa hvis jeg har regnet rigtigt, kommuterer A med B, da AB = BA.

2Det er tallene, der star i tredje sgjle i den respektive rackke.

—4
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Problem 4

a. Bestem definitionsmaengden D for funktionen f(x,y) = \/2x — 612
praecist ved en ulighed, og lav en skitse af D.

Vi spgrger os selv: Kan funktionen give problemer pa noget tidspunkt? Svaret er ja,
hvis vi tager kvadratroden af noget negativt. Det vil sige, at det inde i kvadratroden
skal vaere O eller storre. Altsa

22 — 6y > 0.

Vi kan omskrive dette ved at leegge 6y til pa begge sider
20 > 6y2,

hvorefter vi kan dividere med 2 pa begge sider:
T > 3y2.

Dette svarer til en parabel, 'der ligger ned’ en stgrre forklaring kan findes i eksa-
mensszttet for 2016 F]

b. Udregn de partielle afledede % 0g %.

Vi skal bruge kaedereglen

of _ 0fdg

dr  dg oz’
Desveerre tror jeg ikke, at I laerer den her made at skrive det pa pa GBE, sa lad os
i stedet bruge kadereglen pa formen:

(h(g(z))) = h'(g(x)) - g'(2).
Vi definerer
Mg) =g, glz,y) =2z —6y°.
of

Den ydre funktions afledede &ndrer sig ikke, om det er % eller 5y der skal regnes,
da den ydre differentieres i forhold til den indre funktion. Vi differentierer:

, 1 1 1
R'(g)

C2V9 2y/g(wy)  2y/20 — 6y

hvor vi erstatter ¢ med funktionen. Vi kan nu differentiere den indre funktion i
forhold til bade = og y:

0
g, y) = gg(ﬂf,y) =2
0
gy(z,y) = a—yg(fv,y) =—6-2y = —12y.

Dermed kan vi nu udregne de partielle afledede:

(9_f7h,((x ) - gula )f;.gf;
i 9@ ) - 9:(:9) = S oo
of 1 6y

gy = Moy gy(@y) = 3o =6 (F12y) = 2z — 6y

3Jeg er lidt doven.
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c. Bestem en ligning for de punkter (z,y, z), der tilhgrer tan-
gentplanet for f’s graf i punktet (zg,yo,20) = (4,—1, f(4,—1)).

Tangentplanet er generelt givet ved
z = fu(mo, yo)(x — 20) + fy (0, y0) + [ (20, %0),

hvor f, = 0f/0x og f, = Of /0y. Vimangler altsa at udregne 3 vaerdier. Vi indszetter
punktet:

fA4,-1)=2-4-6- (-1 =V8-6=12

_ 2 2 v
f‘”(4’_1>_\/2-4—6-(—1)2_x/§_ V2 -V
Ty p—— e R S5 W SR N

V246 (12 V2 V2 2

Bemeerk, at jeg anvender omskrivningen 2 = \/52, da kvadratrod og potens ’spiser’
hinanden. Eftersom der divideres med /2 spiser denne kvadratrod den ene af de to
kvadratredder i teelleren[f] Vi indszetter nu vores fundne tal i formlen naevnt i starten
af opgaven:

2=V2(z —4) +3vV2(y — (1)) + V2
= V2 — V2 4+ 3yV2 + 3vV2 + V2
V2 —4+3y+3+1)
= V2(z + 3y),

hvor jeg har taget v/2 uden for en parentes, da denne indgar i alle ledene. Altsa kan
tangentplanets lining gives ved

2 =V2(z + 3y).

d. Bestem z sddan at tangentplanet fra spgrgsmal (c) indehol-
der (z,y,z) for x =5 og y = 0.
Vi indsetter blot z = 5 og y = 0 i tangentplanets ligning fra for:

2=V2(5+3-0) =V2(5+0) =5V2.

Altsa er z = 5v/2, hvis punktet med koordinaterne = 5 og y = 0 skal ligge i
tangentplanet.

4Der er jo to, da vi har kvadratroden i anden.
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Problem 5

Find maksimumvaerdien maxy f(z1,22), og ogsa det punkt (z7,xz3) hvor f(xy,zs)
antager sin maksimale veerdi, idet

f(zq, x9) = 221 + T,
og idet V' er omradet, hvori (x1,x2) opfylder ulighederne:

l’1+2$2§20
21’1+LL’2§30
.1'2§6

foruden at x; > 0, o > 0. (Man kan bruge den geometriske metode eller simplex
metoden).

Svar 1: Den geometriske metode

Lad os fogrst kigge pa, hvordan vi far tegnet linjerne. Planen er at saette 7 = 0 forst
og sa finde en tilhgrende veerdi for zo. Derefter kan vi satte 2o = 0 og sa finde den
tilhgrende veerdi for x;. Vi betragter desuden ’lighed’ frem for ulighed:

xr, + 2[[‘2 = 20.

Indsaettes 1 = 0 fas:

20
0+2]32:2ZL’2:20<:>I2:7:10

Altsa giver den ligning et punkt (0, 10). Tilsvarende for xo = 0:
r1+2-0=2x; = 20.

Dermed er (20,0) ogsa et punkt pa linjen. Vi kan altsa forbinde punkterne (20, 0)
og (0,10). Dette giver den grgnne linje som ses nedenunder.

Vi kigger nu pa ligningen
21’1 + 19 = 30.
Lad z; = 0, sa far vi
20+IL‘2:ZL‘2:30
Dermed er (0,30) et punkt pa linjen. Saettes xo = 0 fas ligeledes:

30
2$2+O:2$2:30@$2:7:15
Altsé er (0, 15) et punkt pa linjen. Altsa forbinder vi blot punkterne (0, 30) og (15, 0),
hvilket giver den rgde linje pa figuren.

Slutteligt kigger vi pa xo = 6. Men det er jo bare en konstant linje, hvorfor vi far
den orange linje i figuren. Vi kan kun bruge punkter pa og under linjerne grundet
ulighederne. Dette giver det bla omrade i figuren med de angivne hjgrnepunkter:
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30"

25

Vi skal maksimere

flzy, x0) = 221 + Tao,

hvorfor vi principielt bare kan indsatte alle punkterne, der er markeret i grafen, i
funktionen og veelge den storste vaerdi, der kommer ud af det. Men vi kan ogsa lige
sortere nogle fra, hvis vi ikke gider regne sa meget. Da der er plus mellem variablene
i funktionen, sa skal vi bare gge r; og x5 sa meget, vi kan. Starter vi i A kan vi
bade gge x1 og x5 uden at reducere en anden variabel. Altsa er bade B og D storre
veerdier. Ligeledes kan vi ga fra B til C' ved blot at ¢ge xy, hvorfor C' giver en
storre veerdi end B. Vi kan ikke ga mellem C, D og/eller E, da forggelsen af en
variabels vaerdi forer til reduktion af den anden. Vi skal altsa forst finde punkterne
C og E. Vi kender D, da denne blot er skaeringen, vi udregnede fgr. Vi kender ogsa
xo-koordinatet for C, da denne er skaeringen mellem den orange og grgnne linje, og
da den orange konstant er xo = 6, s ma C' ogsa have dette koordinat. Vi kan da
udregne x; ved at indsaette x5 = 6 i ligningen for den grgnne linje. Vi far:

r1+2:-6=21+12=20 2, =20—-12=8.
Altsa er C' = (8,6). Vi betragter nu linjerne
x1 + 2x9 = 20, 221 + 19 = 30,
da skeeringen mellem disse er punktet E. Vi isolerer fgrst z; i den forste ligning:
r1+ 229 =20 < 21 = 20 — 225.

Denne veerdi for z; kan nu indsaettes i den anden ligning, hvorved vi far:

10
2x1+x9 = 2(20—2ZE2)—|—Z272 = 40—4zro+x9 = 40—329 = 30 & —325, = 30—40 = —10 & 25 = ?
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Altsa er x5 = %. Vi indsaetter nu den veerdi 1 27 = 20 — 25 fra for:

10 60 20 40
_90_9. 2 _ =2 _ 2
o 33 3 3

Dermed er E = (%, %) Vi indsaetter nu C, D og FE i funktionen, der skulle maksi-
meres, og vi far:

F(C)=f(8,6)=2-8+7-6=16+42 = 58
f(D) = f(15,0) =2-154+7-0=3040 =30

40 10 40 10 80 70 150
E: _— :2-— - _— = — _— = — = .
J(E) f(3’3) gty =gty =5 ="

Vi ser, at maxy f(z1,x9) = 58, hvor (zf, z3) = (8, 6).

Svar 2: Simplex-metoden

Vi introducerer slack-variablene, Sy, So, Ss, til ligningssystemet, saledes vi far lig-
heder frem for uligheder:

£I§'1+2$2+51:20
21’1+£L‘2+52:30
fL’2+53:6,

samt slack-variablen Sy til vores funktionsveerdi, saledes at
2I1+7$2:S4<:>—2I1—7I2+S4:0

Vi kan nu opstille matricen for ligningsystemet:

1 T Sl S2 SS S4
12 1 0 0 0 20

2 1 0 1 0 0 30
0o 1 0 0 1 0 6
-2 -7 0 0 0 1 O

Vi veelger nu at pivotere omkring den sgjle, som har laveste (negative) veerdi i
nederste reekke. Dette er verdien —7, hvilket svarer til sgjle nummer 2. Vi finder
nu, hvilken raekke vi skal kigge pa. Da 20/2 = 10, 30/1 = 30, 6/1 = 6, veelger vi
tredje rackke, da denne giver det laveste forhold. Vi skal altsa have 0’er i rackkerne
over og under raekke 3’s sgjle 2:

I i) Sl 52 53 84 - 1T X2 51 SQ Sg 54

1 2 1 0 0 0 20| "W |1 0 1 0 =2 0 8
9 1 0 1 0 0 30| 2™=2to o 0 1 —1 0 24
0O 1 0 0 1 0 6 0o 1 0 0 1 0 6
-2 -7 0 0 0 1 0 -2 0 0 0 7 1 42

Vi kan nu kun veelge sgjle 1, da denne er den eneste med et negativt tal i nederste
s@jle. Indgangen vi skal pivotere omkring findes ved at sige 8/1 = 8 og 24/2 = 12,
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hvilket vil sige, at vi vaelger raekke 1. Vi far altsa:

r1 X2 Sl SQ Sg S4 Tr1 X2 Sl SQ Sg S4

1 O 1 O —2 O 8 ro—21r1—T2 1 O 1 O —2 0 8
2 0 0 1 -1 0 24| 222" /g 0 -2 1 3 0 8
0o 1 0 0 1 0 6 0o 1 0 0 1 0 6
-2 0 0 0 7 1 42 o 0 2 0 3 1 58

Da der ikke er flere negative veerdier i sidste s@jle, er vi ferdige. Eftersom x1-sgjlen
har pivot i forste raekke, kan vi afleese, at xy = 8. Tilsvarende for zo-séjlen er 3.
rackke pivot, hvorfor vi aflaeser zo = 6. Det betyder, at vi har maksimum i punktet
(x7,235) = (8,6). Veerdien, som dette punkt giver, ses i det nederste hgjre hjgrne.
Altsa er den maksimale veerdi, maxy f(x1,z2) = 58. Dette stemmer ogsa ens med,
hvad vi fandt i den geometriske metode.
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