Besvarelser til Lineaer Algebra
Ordineer Eksamen - 12. Juni 2017

Mikkel Findinge

Bemaerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
Kontakt mig endelig, hvis du skulle falde over en sadan.
Dette dokument har udelukkende til opgave at forklare,
hvordan man kommer frem til facit i de enkelte opgaver.
Der er altséa ikke afkrydsningsfelter, der er kun facit og tilhgrende udregninger.
Udregningerne er meget udpenslede, sa de fleste kan vaere med.
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Problem 1

Hvilke udsagn om ligningssystemet

$1+2$2—I3:5
21’1—1’2+$3:0
T+ Tx9 —4x3 =15

er sande?

r1 = 2,19 = —1,2x3 = —5 lgser systemet.

Vi opstiller koefficientmatricen for ligningssystemet og ganger vektoren [z, 7o, 73] =
[2,—1,—5] pa. Vi har

1 2 -1 2 2-1-1-2-5-(-1) 2—-2+5 5

2 -1 1 -1 =12-2—-1-(-1)=5-1| =|44+1-5| =10

1 7 —4| -5 2:.1-1-7=5-(—4) 2—-7+20 15
Dermed giver z; = 2,29 = —1,23 = —5 lige preecis hgjresiden i ligningsystemet,

hvorfor denne er en lgsning.

r1 = 2,29 = 2,23 = 1 lgser systemet.

Vi opstiller koefficientmatricen for ligningssystemet og ganger vektoren [z, 79, 23] T =
(2,2, 1] pa. Vi har

1 2 —17[2 2.142-241-(=1) 244-1 5
2 -1 1| |2|=|2-242-(-D)+1-1| = [4-2+1| =3
1 7 -4 |1 2. 1+42-7T+1-(—4) 24144 12

Dette svarer ikke til hgjresiden, hvorfor denne ikke er en lgsning.

Systemet har 1 = 2,29 = —1,23 = —5 som den eneste lgsning.

Vi opstiller totalmatricen for ligningssystemet og raekkereducerer

1 2 -1 5 1 2 -1 5 1 2 -1 5
2 -1 1 O0f~|0 -5 3 —-10f~ 1|0 =5 3 —10
1 7 —4 15 0 5 -3 10 0 0 0 0

Da matricen er konsistent, og der ikke er pivot i alle de tre fgrste s@jler, er der
altsa uendeligt mange lgsninger. Derfor er dette ikke korrekt!
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Problem 2

I opgaven undersgges matricen

2 -1 -1
A=1-1 2 -1
-1 -1 2

Hvilke af de fglgende pastande er sande?

1
u= |1| € Null A.
1

Vi ganger blot u pa A fra hgjre og ser, om vi far 0-vektoren:

2 -1 -1 |1 2—-1-1 0
Au= (-1 2 —-1| (1| =|-14+2—-1|=]0
-1 -1 2 1 —1-1+2 0

Altsa far vi nul-vektoren, nar u ganges pa A, hvorfor u altsa ma ligge i nulrummet.
- Pastanden er korrekt.

v=| 1| er en egenvektor for A.
-1

Vi husker, at v er en egenvaerdi for A, hvis der eksisterer et tal, \, sadan at
Av = \v.

Vi ganger altsa blot v pa A. Vi har:

2 -1 -1 0 0-1+1 0 0
Av=|-1 2 -1 1 =0+2+1| =3 | =3|1] =3v.
-1 -1 2 -1 0-1-2 -3 -1

Altsa er v en egenvektor med egenveerdien 3.

2
w = |—1| er en egenvektor for A.
—1

Vi husker, at w er en egenveerdi for A, hvis der eksisterer et tal, A\, saddan at

Aw = \w.
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Vi ganger altsa blot w pa A. Vi har:

2 -1 -1 2 4+1+1 6 2
Aw=|-1 2 1| |-1|=|-2-24+1|=|-3|=3|-1]| =3w.
-1 -1 2 -1 —24+1-2 -3 -1

Altsa er w en egenvektor med egenveerdien 3.

v og w har samme tilhgrende egenveerdi.

v og w er linexrt afhangige.
Nej, da vi ikke kan finde en konstant k£ # 0, sadan at
v = kw.

Det ville betyde, hvis vi betragter fgrstekoordinaten for v og w, at 0 = k- 2, hvilket
ikke er muligt, nar k # 0.

A er invertibel (regulzer).

Vi ser, om vi kan fa pivot i alle sgjler (og rackker):

2 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2
A=1|-1 2 —-1|~|-1 2 —-1|~|0 3 -3|~|0 3 =3
-1 -1 2 2 -1 -1 0 -3 3 0o 0 0

Der er altsa ikke pivot i alle sgjler (og raeekker), hvorfor A altsa ikke er invertibel.

A er diagonaliserbar.

Yes sir! Hvorfor? Jo, en matrix er diagonaliserbar, nar der kan findes lige sa mange
lineaert uathaengige egenvektorer til en egenveerdi, som egenvaerdien har multiplicitet.

Matricen A er en 3 x 3-matrix. Det vil sige, at denne kun kan have 3 egenveerdier
multiplicitet inkluderet. Vi ved allerede, at der er to linesert uatheengige egenvektorer
med egenvaerdien 3. Det vil sige, at denne egenvaerdi udggr mindst to af de tre mulige
egenvardier.

Vi er altid sikret, at der findes mindst en linezert uafhaengig egenvektor til hver
egenveaerdi - uanset multipliciteten. Der kan ikke veere flere linesert uafhaengige egen-
vektorer, end der er multiplicitet. Det vil sige, hvis den sidste egenveerdi er forskellig
fra 3, sa ma A vaere diagonaliserbar.

Vi er heldige, vi har lige vist, at A ikke er invertibel, hvorfor A altsa ma have
egenvardien 0. Dermed har vi 2 lineaert uafthaengige egenvektorer for egenvaerdien 3
(som har multiplicitet 2) samt en lineaert uathaengig vektor for egenvaerdien 0 (som
har multiplicitet 1). Dermed er A diagonaliserbar.
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Der findes netop én diagonalmatrix D, som er similser med A.
At D er simileer med A betyder, at
P7'AP=D ellr A=PDP"

Vi ved, at A er diagonaliserbar, hvilket betyder netop, at vi kan finde en sadan
matrix D. Der findes dog kun én, hvis egenvaerdierne alle er den samme, hvilket ikke
er tilfaeldet. Det eneste krav ved diagonalisering er, at egenvaerdierne skal sta pa
diagonalen - ikke hvilken raekkefglge. Dermed vil forskellige egenvaerdier resultere i
et valg af, hvor pa diagonalen egenveerdierne skal placere, hvilket er tilfzeldet for os.

Vi har altsa ikke KUN én diagonalmatrix, som er simileer med A. Vi har tre
forskellige i vores tilfaelde.
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Problem 3

A er en m X n-matrix, B er en 2 X 3-matrix, C = AB er en 3 X 3-matrix.

1. Hvilke vaerdier antager m og n?

For at AB er en gyldig multiplikation skal n veere 2. Ellers stemmer dimensionerne
ikke over ens. For at resultatet skal veere en 3 x 3-matrix har vi:

(m x2)(2x3)=m x 3,

hvilket betyder, at m skal veere 3.

2. A er standardmatricen for en lineaer transformation S: R" —
R™, B er standardmatricen for en linezer transformation 7: R? —
R?, og C er standardmatricen for en linezr transformation
U: R? — R3. Hvilke af fglgende udsagn kan umuligt vaere san-
de?

a. S er pa (surjektiv)?

A er en 3 x 2-matrix, og for at S er surjektiv krzeves det, at der er pivot i alle
reekkerne i A. Dette ER UMULIGT, da der maksimalt kan vaere det antallet af
raekker eller sgjler, afthaengig af hvilken af disse, der er mindst. I dette tilfeelde er
antallet af sgjler (2) mindre end antallet af rackker (3), hvorfor vi altsa ikke kan have
mere end 2 pivotindgange, og derfor kan S ikke veere surjektiv.

a. S er en-til-en (injektiv).

For at S er injektiv (dvs. A er injektiv), skal A have pivot i alle sgjler. Dette kan vi
ikke udelukke, da der er faerre sgjler end rakker.

b. T er pa (surjektiv).

Vi ved, at B er en 2 x 3-matrix. Da der er faerre raekker en sgjler, er det muligt, at
der er pivotindgange i alle rackker, hvorfor vi ikke kan afvise, at T" er surjektiv.

b. T er en-til-en (injektiv).

Vi ved, at der er flere sgjler end raekker, hvorfor vi ikke kan have pivotindgange i
alle sgjlerne. Dette betyder, at T ikke kan vaere injektiv.

c. U er pa (surjektiv) og/eller en-til-en (injektiv).

Jeg har slaet disse sammen for at prgve at komme eventuel forvirring til livs.
Surjektiv er egenskaben at ’sende’ (afbillede) vektorer fra et domaene og sa ramme

hele kodomaenet.
Injektiv er egenskaben, at KUN ens vektorer bliver ’sendt’ (afbilledet) til samme
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vektor. For linezere afbildninger ma det altsa gaelde, at det KUN er nulvektoren, der
ganget pa et matrix giver nulvektoren.

I det naeste stykke skal vi huske, at C' = AB.

Vi ved, at B ikke kan veere injektiv. Det vil sige, at flere vektorer bliver afbilledet
til O-vektoren. Lad v veere i nulrummet af B:

Cv=ABv=A(Bv)=A0=0
Derfor kan AB ikke veere injektiv, nar B ikke er injektiv.

Vi ved, at A ikke kan vaere surjektiv. Det betyder, at vi uanset vektorerne i domeenet
IKKE kan ramme HELE kodomaenet.

Generelt set, sa kan vi ikke opfylde nogen af de egenskaber, hvis ikke de besidder
samme egenskaber.
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Problem 4
1 2 -1 3
Opgaven tager udgangspunkt i matricen A = |3 1 0 4| samt vektorerne
2 -1 1 2
5 _1 _31
b= 18 , C= 0g d=
A 1 5
-1 0

1. Er d indeholdt i sgjlerummet Col A?

Nej, da vektorerne i sgjlerummet kun er i 3 dimensioner, hvor d er i 4 dimensioner.

2. Er b indeholdt i sgjlerummet Col A?

Vi smaekker vektoren b i slutningen af A og raekkereducerer. Vi har:

1 2 -135 1 2 -1 3 5 1 2 -1 3 5
[Apj=13 1 0 4 8/ ~[0 =5 3 —5 —7|~|0 =5 3 —5 —7
2 -1 1 2 4 0 -5 3 -4 —6 00 0 1 1

Da sidste sgjle ikke er en pivotsgjle, kan vi konkludere, at b er indeholdt i Col A.

3. Er d indeholdt i nulrummet Null A?

Vi ganger d pa fra venstre:

—1

12 13|, 1-(-1)+2-3—1-5+3-0 —146-5+0 0
Ad=|3 1 0 4 5| = 3-(-1)+1-340-5+4-0]{ = [-3+34+0+0| =10
2 -1 1 2], 2:(-1)—1-3+1-5+2-0 —2-34540 0

Vi far altsa nulvektoren ud, hvorfor d ma ligge i nulrummet af A.

4. Er ¢ indeholdt i nulrummet Null A?

Vi ganger ¢ pa fra venstre:

1 2 -1 3 _11 1-1+2-(=1)—1-1+3-(-1) 1-2—-1-3 -5
Ac= (3 1 0 4| || =[3-141-(-1)+0-14+4-(-1)| = [3-14+0-4| = | -2
2 -1 1 2| 2-1—1-(=1)+1-1+2-(=1) 241+4+1-2 2

Vi far altsa IKKE nulvektoren, hvorfor ¢ ikke ligger i nulrummet af A.
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Problem 5
En lineser transformation 7: R® — R™ har standardmatrix
1 3 0
0 2 1
A=111 0
0 0 -1

1. Hvilken vaerdi har tallet n?

Nar man har T: R™ — R™, sa er n antallet af dimension, der vektorer, man ganger
pa matricen A fra hgjre. Det vil sige antallet af sgjler, og dermed er n = 3.

2. Hvilken vaerdi har tallet m?

Nar man har 7": R" — R™, sa er m den resulterende vektor, nar man ganger en
vektor pa fra hgjre. Det vil altsa sige, at m er antallet af raekker, hvilket vil sige 4.

3. Hvad er rangen af A?

Vi raekkereducerer A:

1 3 0 1 3 0 1 3 0 1 30
e 02 1} (02 1 02 1| 1021
11 0 0 -2 0 00 1 001
00 -1 0 0 -1 00 -1 000

Vi ser, at der er 3 pivotindgange, hvorfor rangen af A er 3.

4. Hvad er dimensionen af nulrummet af A?

Det er det antal sgjler, hvor der ikke er pivot. Der er dog ingen af disse, hvorfor
svaret er 0.

5. Er T pa (surjektiv)?
T er surjektiv, hvis der er pivot i alle rackker. Dette er ikke tilfaeldet.

6. Er T en-til-en (injektiv)?
T er injektiv, hvis der er pivot i alle sgjler. Dette ER tilfeeldet.
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Problem 6
Hvilken af de fglgende vektorer stemmer overens med produktet Ab af matricen
3 -1
A= |-5 6 | og vektoren b = [ﬂ .
4 =2
Svar:
Vi har
3 -1 9 3-2—-1-1 6—1 5
Ab=[-5 6 L} =|-5:-246-1| = |-10+6| = |—4
4 =2 4-2—-2-1 8—2 6
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Problem 7

Opgaven tager udgangspunkt i m x m matricer A og B. Seet C' = BA og D = AB.
Desuden er v en egenvektor for A med tilhgrende egenvaerdi 2, og w = Av er en
egenvektor for B med tilhgrende egenvaerdi -4.

Er det altid sandt, at

1. v er en egenvektor for C?
Vi har

Cv = BAv = B(Av) = Bw = —4w = —4Av = —4 - 2v = —8v.

Det vil sige, at v er en egenvektor til C' med tilhgrende egenvaerdi —8.

2. v er en egenvektor for D? (Fejl i first.math facit)

Da w = Av, ma w = 2v, og dermed erV:%

informationer, at

w. Dette giver sammen med de andre

1 1 1
Dv = ABv = AB§W = §ABW = §A (—4w) = —2Aw = —2A(2v) = —4Av = —4 - 2v = —8v.
Altsa er v en egenvektor til D med egenvaerdien —8.
3. w er en egenvektor for B> = BB?
Vi har
B*w = BBw = B(Bw) = B(—4w) = —4Bw = —4 - (—4w) = 16w.

w er altsi en egenvektor til B? med 16 som tilhgrende egenveerdi.
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Problem 8

1 —4 -3
De tre vektorer u; = 2| ,us= | 1 | oguz= | 2 |. udger tilsammen en basis B
2 1 4

for R3. Hvis man anvender Gram-Schmidt processen pa B, sa fremkommer der en
ortogonal basis bestaende af vektorerne vy, vy og vs. Der galder:

1. Svar:

Der geelder altid, at v; = u;.

2. Svar:

Vi har nu, at vo = uy — WVL Vi finder forst prikproduktet mellem v; og us:

1 —4
Vi Uy = 21 - 1 =—44+2+2=0.
2 1
Dette betyder altsa, at:
0
VQIUQ——2V1:112—0:112.
[[va
3. Svar:
For vs har vi:
Vi-ug V- ug u; - us Uy - us
V3 = ug — Vi — Vo =U3 — w5 U1 — w5 Ua.
[[va][? [[va]|? s [ ||

Vi betragter forst prikprodukterne for uz pa henholdsvis u; og u,. Vi har:

1 -3
u; - us = AR 2 =-3+4+8=9
2 4
0g
—4 -3
weuz= |1 |-2]|=124+2+4=18
1 4

Forste svarmulighed er altsa ikke gyldig, da skalarprodukterne da ville have givet 0.
Vi betragter nu de kvadrerede leengder (leengder i anden) af u; og us:

I = v+ 22+ 22 =12+ 22422 =1 +44+4=9

0g

2
|uall> = /(=42 4+ 11+ 117 = (=42 +1+1=16+1+1=18.
Det vil sige, at vi har:

9 18
V3:U3—§U1—1—8UQZU3—U1—U2.
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Problem 9

I denne opgave betragtes de fglgende 4 matricer:

. s 100 10 0
A:L 3},32{_21 4,0: 02 1/,D=1{0 ! 1
2 2 00 2 01 !

Er det sandt, at

1. A og B er inverse til hinanden.

For at undga skrivearbejde (det her eksamenssaet har veeret irriterende formuleret
for min LaTex-forklaringer) skrives B med 1/2 ude foran. Vi har:

S P B e = e B A A

De er altsd hinandens inverse.

2. C og D er inverse til hinanden?

Den her gider jeg simpelthen ikke gange sammen i LaTex. Men ganges 3. raekke i
C' og 2.1 D sammen, sa skulle dette give et 0 (hvis vi skulle fa identitetsmatricen),
men dette giver i stedet 2. Altsa kan de ikke vzere hinandens inverse.

3. A er diagonaliserbar?
Vi har

1—-A 1

det(A—\I) = 0 < det [ T T

} — (1-A)(3=A)—1-1 = A2 —4A4+3—1 = A2—4\+2 = 0.

Vi finder diskriminanten:
d=(-4)?—-4-1-2=16—-8=38.

Da diskriminanten er stgrre end nul, sa findes der to forskellige rgdder til anden-
gradspolynomiet. Det betyder derfor, at der er to ud af to mulige egenvaerdier, som
er forskellige. Dermed er A diagonaliserbar.

4. B er diagonaliserbar?
Da A er diagonaliserbar, kan vi skrive A saledes:
A= PDP!.

Da B = A~ har vi:
B=A"1'=pP'D7p

hvor P er en ortogonal matrix og D er en diagonalmatrix. Altsa kan B ogsa diago-
naliseres.
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5. C er diagonaliserbar?

Da C er en gvre trekantsmatrix, kan vi aflaeese egenveerdierne direkte til at veere
1, 2 og 2. Det vil sige, at egenveerdien 2 har multiplicitet 2. Vi skal altsd se, om
egenrummet til denne egenveerdi bliver udspaendt af to vektorer. Vi har:

1-2 0 0 -1 0 0 100
C—-2]= 0 2-2 1 =10 0 1] ~|0 0 1
0 0 2-2 0 00 000

Vi har altsa kun 1 fri variabel, men vi skulle have haft to, hvis C' skulle have veeret
diagonaliserbar.

6. D er diagonaliserbar.

Vi udregner det(D — AI) = 0 ved brug af kofaktor-metoden. Vi har:

1—A 0 0

0 IA%iA :CFAH—U“%M[%IA%iA]:O—M<(%—{Y—1&>:O

Da den lille parentes, (1 — \), er ganget pa resten, kan vi konkludere, at A = 1 far
denne parentes til at give nul, og dermed bliver hele venstresiden 0. Dermed 1 en
egenvaerdi. Betragter vi den store parentes, sa har vi:

1 2 1 2 1 1
) —1= SN mle- A=4+loA==-T1
(2 ) o@(2 ) . sA=17

Den store parentes giver altsa to forskellige egenvaerdier, som ikke er 1. Dermed har
vi tre forskellige egenveerdier til en 3 x 3-matrix, hvorfor D altsa er diagonaliserbar.
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Problem 10

. 2 .
3] 1 R® samt i

I denne opgave tages udgangspunkt i vektorerne u = [ﬂ og v = [

en linezer transformation 7: R? — R2, som opfylder:
T(u)=u, T(v)=-v.

Lad A = [a; a] veere standardmatricen for transformationen T'; a; og ay er altsa
sojlevektorerne i A.
Hvilke af de fglgende udsagn er sande?

1. u og v er ortogonale.

Hvis prikproduktet mellem dem er 0, er de ortogonale:

u-v= m : {_34} =3-(—4)+4-3=-12+12=0.

Altsa er de ortogonale. - En anden made at se det pa er, at de begge

2. u er en egenvektor for 7.

Vi husker definitionen for en egenvektor Au = Au. Men det er lige praecis tilfaeldet,
da
T(u) = Au = 1u.

Altsa er u en egenvektor for T' med egenveerdien 1. Tilsvarende er v ogsa en egen-
vektor med egenvaerdien -1.

3. u+ v er en egenvektor for 7.

Nej, det havde den kun veret, hvis u og v havde delt samme egenveaerdi:

Tu+v)=T(u)+T(v)=u—v#ANu+v).

0.28

4 a — [0.96].

Grundet dette og naeste spgrgsmal udregner vi blot A[l] Vi ved, at A har to egenveer-
dier, -1 og 1, med egenvektorerne v og u. Disse to egenvektorer har samme laengde,
og denne er:

[ul| = ||v] = V3% + 42 = V9 + 16 = V25 = 5.
Vi ved, at A er diagonaliserbar, dvs. A = PDP~!, hvor

1 0 113 —4
D = y P = — .
0 -1 514 3
!Det er lettest for mig i LaTex med argumentationen. Ellers ville jeg have brugt en lidt anden
vej.

INDHOLD 16



INDHOLD

Vi kan hurtigt udregne P~1, vi skal blot bruge determinanten af P:

13 —4 1 3 —4 1 1 25
= — = — = — ) — —4 '4 = — = — = 1
det P = det (5 {4 5 D = det [ ] (3:3—(—4)-4) 25(9+16) %

Vi husker nu formlen
_la b 1 d —b
B_[c d}:B _detB[—c a}’
pall[3 4] 113 4
15|—4 3 51—4 3|
Vi kan altsa nu udregne A:
Lr3 4 113 —4111 0 3 4
51—4 3| 2514 3|0 —1||—4 3|
Vi ganger altsa blot sammen og far:

A:PDPlzlr’ _4} F 0}
A_i3—410 3 4] 103 —4][3 4]_1[9-16 12+412] 1 [-7 24]
T o514 3110 —1||—4 3| 2514 3||4 =-3| 25|12+4+12 16—-9| 25|24 7|

hvorfor vi har:

514 31|10 -1

Vi ser altsa, at a; ikke er {ggg} . Dette er ay derimod.
0.96
5. ay = .
? [0.28]

Sandt, se besvarelsen for opgave 4.

6. A er en ortogonal matrix.

Da u og v er linezert nafhaengige, kan enhver vektor i R? skrives som en linearkom-
bination af disse. Vi har:

T(T(au+bv)) =T (aT(u) +bT(v)) =T(au —bv) = aT(u) — bT(v) = au + bv.

Det vil sige, at T er sin egen inverse - hvilket vil sige, at A = A~!. Men som det
fremgar i opgave 4, sia er A symmetrisk. Dvs. A = AT. Men hvis A = A™! og
A=AT sama AT = A~!, hvilket lige praecist betyder, at A er en ortogonal matrix.

7. T beskriver en drejning (rotation) i planen.

Af betingelsen
T(u) =u,

skal T" veere en 360 graders rotation. Af
T(v)=—v,

skal T" veere en 180 graders rotation. Den kan ikke opfylde begge betingelser, hvorfor
den altsa ikke roterer.
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8. T beskriver en spejling (refleksion) i planen.

Da 7. ikke var sand, sa SKAL dette veere sandt, da ortogonale matricer er enten en
rotation eller refleksion. Men vi kan lige tjekke, om det giver mening i forhold til
vores betingelser:

T(u)=u

betyder, at u ma ligge pa selve spejlingsaksen. Da v er ortogonal med u ma denne
altsa fa negativt fortegn, hvilket praecist er, hvad der sker ved vores anden betingelse

T(v)=v.
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Problem 11
7 -7 3 1
Opgaven tager udgangspunkt i matricen A = |2 —2 1 0| samt vektoren b =
6 —6 3 1
6
1.
7
Det oplyses, at totalmatricen
7T —7 3 1 6
[A bj=1|2 -2 1 0 1
6 -6 3 1 7
har reduceret raekke echelon form
1 -1 0 0 —1
0O 0 1 0 3
0O 0 01 4

1. Hvilke sgjler i matricen A er pivotsgjler?

Da der er pivotindgange i sgjle 1, 3 og 4 i totalmatricen er disse ogsa pivotsgjler for
A.

2. Hvad er rangen af matricen A?

Det er antallet af pivotindgange i A, hvilket vi fandt ud af i forrige opgave var 3.

3. Hvad er nulliteten af matricen A?

Det er antallet af ikke pivotsgjler i A. Der er 4 sgjler i A totalt og 3 af disse er
pivotsgjler, hvorfor nulliteten ma veere 1.

4. Findes der en lgsning x = 21 til linginge Ax = b med

517222?

Ja, af totalmatricen fremgar det, at xo er en fri variabel for lgsningerne til Ax = b.
Helt konkret kan det aflaeses af totalmatricen, at

Il—xgz—l
ZE4:47

hvilket betyder, at for xo = 2, sa har vi £y = —1 4+ x5 = —1 + 2 = 1. Derudover er
x3 og x4 altid faste. Dvs. lgsningen er vy = 1,23 = 3,24 = 4.
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Problem 12
1 0 2

I opgaven undersgges tre vektorera= |2|, b= |1| ogc= [3]| i R
3 2 c

Bemeaerk, at den sidste koordinat ¢ i vektoren c er et variabelt reelt tal.
Hvilke af de fglgende pastande er korrekte?

1. a, b og c er linezrt afthaengige vektorer for hvilke(n) veaer-
di(er) af ¢?

Vi opstiller matricen

1 0 2
2 1 3|,
3 2 ¢
og raekkereducerer:
1 0 2 10 2 10 2
21 3|~001 —-1|~101 -1
3 2 ¢ 0 2 ¢c—6 0 0 c—14

For at de er linezert uafhaengige, ma der ikke veere pivotindgang i sidste sgjle. Den
eneste made, vi kan undga pivot, er ved at lade hele nederste rackke vaere en nulraekke,
hvorfor ¢ — 4 = 0, hvilket betyder, at ¢ = 4.

2. a, b og c udspaender R? for hvilke(n) vaerdi(er) af c?

De udspaender R3, hvis vi kunne fa pivotindgange i alle sgjler i matricen fra for.
Men det gor de jo lige praecis, hvis ¢ — 4 # 0, hvorfor ¢ # 4.
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Problem 13

Opgaven handler om tre (6 x 6)-matricer A, B og C = AB.
Om disse vides, at det A = —2 og det C' = —6.

1. Hvilken vzerdi har det(—A)?

Vi bruger determinant-regneregler og husker, at A er en 6 x 6-matrix:

det(—A) = (—1)°det A = det A = —2.

2. Hvilken vaerdi har det(2A4)?

Vi bruger determinant-regneregler og husker, at A er en 6 X 6-matrix:

det(2A4) = 2°det A = 2* - 2°det A = 8- 8det A = 64det A = 64 - (—2) = —128.

3. Hvilken vaerdi har det B?
Vi har:

det C' = det(AB) = det Adet B < —6 = —2det B < B = 3.

4. Hvilken vzerdi har det(BTA)?

Vi bruger determinant-regneregler og far:
det(BTA) = det(B")det(A) = det(B) det(A) = det(A) det(B) = det(AB) = det(C) = —6.

Man kan godt indsaette tallene, jeg synes bare lige, det kunne vaere sjovt for jer at
vise, at det faktisk er determinanten af C, vi faktisk regner.

INDHOLD 21



INDHOLD

Problem 14

Folgende kommandoer indtastes i MATLABs Command Window:
»A=[12-1;311;2-111;

> b = [3; 4; 2];

> T = [A b];

1. Hvad er stgrrelsen af matricen 7?7

Matricen T er antallet af sgjlerne i A og antallet af sgjlerne i b. Det vil sige, at T
har 3 sgjler fra A og 1 sgjle fra b, hvilket totalt er 4 (for dem, der ikke lige orker
at teenke den udregning). Derudover har den samme antal raekker som bade A og b,
hvilket er 3. Dermed er T en 3 x 4-matrix.

2. Ligningssystemet Ax = b har en entydig lgsning x. Hvilken
af kombinationerne af MATLAB kommandoer beregner x?

Svaret er:
» R = rref(T); x=R(:,4)

R = rref(T) er den rackke reducerede echelon form af T. Da T har 4 spjler, sa findes
svaret for x i den 4. sgjle af R, hvilket betyder, at vi bruger x = R(:,4) til at gemme
(1) alle raekkerne fra 4. sgjle i variablen x, som er vores entydige svar.
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